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Del manipulador industrial al robot móvil
autónomo
Una de las ambiciones más importantes en robótica es la construcción de robots capaces
de ayudar al hombre en casi cualquier tarea. Estos robots son generalmente concebidos imi-
tando los comportamientos de los seres humanos y tratando de conseguir de forma articial
lo que el ser humano hace de manera absolutamente natural. Sin embargo, este concepto
idealizado no concuerda con la denición de un robot como una máquina repetitiva en vez de
un sistema versátil e inteligente. La denición adoptada por el Instituto Norteamericano de
Robótica (RIA - Robotic Industries Association)1 y aceptada internacionalmente es:manipu-
lador multifuncional y reprogramable, diseñado para mover materiales, piezas, herramientas
o dispositivos especiales, mediante movimientos programados y variables que permiten llevar
a cabo diversas tareas. Esta denición del RIA, del año 1980, reeja el concepto de robot
manipulador en una línea de montaje. Sin embargo, la robótica se ha expandido durante
años en diferentes direcciones: la inclusión de plataformas móviles, la consideración del sec-
1http://www.robotics.org/
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tor servicios al mismo nivel que el sector manufacturero y la interacción del hombre con
la máquina. A continuación, analizamos el porqué de esta evolución de robot manipulador
industrial a robot móvil autónomo.
A principios de los años sesenta se introducen en la industria, de modo signicativo, los
robots manipuladores como un elemento más del proceso productivo. Esta proliferación, mo-
tivada por la amplia gama de posibilidades que ofrecía, suscitó el interés de los investigadores
para lograr manipuladores más rápidos, precisos y fáciles de programar. La consecuencia di-
recta de este avance originó un nuevo paso en la automatización industrial, que exibilizó la
producción con el nacimiento de la noción de célula de fabricación robotizada. Los trabajos
desarrollados por los robots manipuladores consistían frecuentemente en tareas repetitivas,
como soldadura, pintura, etc. Para realizarlas, disponen de herramientas de proceso espe-
cícamente diseñadas para la tarea (pistolas de soldadura y pintura, taladros, etc.), que se
sujetan mecánicamente en el extremo nal del robot, por lo que el robot no tiene que cogerla
si no que es parte de él. Un ejemplo se puede ver en el robot soldador de la gura 1.1.
Figura 1.1: Robot KUKA KR 30 HA2.
Este trabajo de tesis está centrado en robots
con un mayor grado de versatilidad que realizan
tareas como coger-y-colocar (pick-and-place) pie-
zas o coger una herramienta para realizar una ta-
rea, para lo que necesitan disponer de elementos
de agarre más genéricos.
En tareas de pick-and-place, para alimentar
máquinas que componen la célula de fabricación
robotizada, se utilizan efectores nales sencillos co-
mo los de tipo ventosa, pero sólo son adecuados
para coger piezas muy ligeras. También aparecen
garras expresamente diseñadas para coger un tipo
determinado de piezas o herramientas y la forma
de agarrar se programa también especícamente para la tarea a realizar. En la gura 1.2
podemos ver un robot paletizador manipulando sacos con una pinza formada por varias
garras.
No obstante, el entorno está muy estructurado y cada robot sólo coge un tipo de pieza
que siempre se encuentra en una posición y orientación conocidas. El manipulador industrial
realiza de forma repetida la misma tarea hasta que es reprogramado para manipular otras




cialmente, en su experiencia, y posteriormente, contó con la ayuda de software para obtener
automáticamente los puntos de contacto [SLG+99]. En ambos casos, como la reprograma-
ción se realizaba o-line, aparece una limitación a la hora de cambiar la pieza o herramienta
que debe coger, pues conduce a paradas en el proceso de fabricación. Una solución es diseñar
elementos nales de propósito más general que sean capaces de manipular una variedad más
amplia de objetos. Sin embargo, esta exibilidad del efector nal se logra con un mayor
número de grados de libertad que, sin embargo, aumenta la complejidad en el software de
ayuda.
Figura 1.2: Robot paletizador P6 de la
marca PMI 3.
Cuando el robot coge y deja piezas para la ali-
mentación de las distintas máquinas de la célula,
éstas deben de estar ubicadas en el interior de un
área accesible para el manipulador, caracterizada
por la máxima extensión de sus articulaciones, lo
cual podría resultar imposible a medida que la cé-
lula sufría progresivas ampliaciones. Una solución
a este problema se logra al desarrollar un vehículo
de guiado automático (AGV - Automatic Guided
Vehicle) para proporcionar un transporte ecaz de
los materiales entre las distintas zonas de la cadena
de producción. En un intento de lograr una mayor
exibilidad, los sistemas de guiado han ido evolu-
cionando desde los raíles, a hilos enterrados, las
marcas en el suelo, hasta los radioguiados que utilizan encoders para conocer la trayectoria
recorrida. En este último caso, si se necesita una alta precisión en su posicionamiento para
realizar la tarea, los AGVs incorporan sus propios sistemas de ajuste de posicionamiento me-
diante elementos mecánicos, cámaras de visión y dispositivos láser para detección de balizas.
Además disponen de sensores de rango o de contacto para la detección de obstáculos dentro
de su sistema de seguridad. Es muy común que el vehículo se detenga hasta que el obstáculo
desaparece, pues no disponen de la capacidad de evitar colisiones. En la gura 1.3 tenemos
un ejemplo comercializado por la empresa Swisslog-Telelift de un AGV con detección de
obstáculos por láser que puede ser utilizado por ejemplo en un hospital para el transporte
de material médico, historiales, carros de comidas, etc.
La posibilidad de estructurar el entorno industrial permite la navegación del vehículo
y la manipulación de objetos con una capacidad sensorial y de razonamiento mínimas. De
4http://www.swisslog.com/
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este modo, la tarea se desglosa en una secuencia de acciones en la que a su término el robot
supone que ha alcanzado el objetivo para el que está programado. Ante cualquier cambio
inesperado en el área de trabajo que afecte el desarrollo normal de la tarea, el sistema de
navegación y manipulación se encontrará imposibilitado para ejecutar acciones alternativas
que le permitan reanudar su labor.
Figura 1.3: AGV Transcar de la empresa
Swisslog-Telelift 4.
Actualmente, las aplicaciones donde el ro-
bot trabaja en entornos no estructurados y rea-
lizan operaciones de agarre de piezas y herra-
mientas sin restricciones en su forma y caracte-
rísticas, se llevan a cabo mediante la teleopera-
ción. Esta solución aparece como la más idónea
en trabajos cuya complejidad implica disponer
de la destreza de un trabajador humano. De
hecho sólo tiene sentido sustituir a las personas
porque el entorno sea muy adverso o peligroso
para su salud, como en desactivación de explo-
sivos, en instalaciones nucleares, etc., e inclu-
so inaccesible, como en intervenciones quirúr-
gicas, donde ya son una realidad comercial. En
la gura 1.4 vemos un ejemplo de este tipo de
sistemas, el sistema quirúrgico Da Vinci comer-
cializado por la empresa Intuitive Surgical.
Figura 1.4: Sistema quirúrgico Da Vinci de la empresa Intuitive Surgical 5.
5http://www.intuitivesurgical.com/
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Además, por las potenciales aplicaciones fuera del ámbito industrial (robots de servicio),
donde resulta costoso o imposible estructurar el entorno, se les intenta dotar, en la búsqueda
de un vehículo manipulador de propósito general apto para desenvolverse en cualquier clase
de ambiente, de un mayor grado de inteligencia y percepción, además de efectores nales más
complejos. Según la Federación Internacional de Robótica (IFR - Internacional Federation
of Robotics), la denición de un robot de servicio es: un robot que opera de forma parcial
o totalmente autónoma, para realizar servicios útiles para el bienestar de los humanos y
del equipamiento, excluyendo operaciones de manufactura. En esta denición se plantea la
capacidad de movimiento y manipulación sobre entornos no estructurados, de los que se
posee un conocimiento incierto, mediante la interpretación de la información suministrada
a través de sus sensores y del estado actual del vehículo. Esta capacidad lleva implícita
distintos niveles de autonomía: desde robots únicamente teleoperados a robots complemente
autónomos, incluyendo niveles intermedios. La empresa alemana Care-O-bot comercializa el
robot de servicio de la gura 1.5 capaz de moverse entre los humanos, detectar y agarrar
los objetos mas frecuentes que existen en el hogar e intercambiarlos de forma segura con los
humanos. En [FP05] se puede encontrar un estudio sobre la robótica de servicio.
Figura 1.5: Robot de servicio Care-O-bot 3 6.
1.1. Motivación y objetivos
El trabajo de investigación que se presenta en esta tesis doctoral se enmarca dentro de
una de las líneas de investigación más importantes del grupo de investigación Robótica y
6http://www.care-o-bot.de
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Sociedad de la Universidad de Salamanca como es la búsqueda de métodos que permitan
obtener la representación y evaluación de los obstáculos en el espacio de las conguraciones
de forma rápida y con un consumo moderado de recursos.
Estos trabajos fueron iniciados en 1998 por Curto en [CVM98] donde se presenta un
formalismo matemático que permite representar los obstáculos en el espacio de las congu-
raciones tanto para robots móviles como para los robots articulados. En este trabajo Curto
recoge la propuesta inicial de [Kav95] solo para robots móviles, donde se parte del hecho de
que cuando un robot es un objeto rígido que sólo se puede mover de forma translacional,
el espacio de las conguraciones es la convolución del espacio de trabajo y del robot. Para
una evaluación rápida de esta convolución se hace uso del algoritmo para la Transformada
Rápida de Fourier (Fast Fourier Transform, FFT). Este método generalizado por Curto para
robots articulados y móviles es especialmente importante para espacios de trabajo con mu-
chos y/o complicados obstáculos, o cuando la forma del robot no es simple como sucede, por
ejemplo, para un robot PUMA, SCARA, etc., puesto que se puede beneciar del hardware
y la experiencia existentes para el cálculo de la FFT.
Posteriormente en [The02] se propone un nuevo método que permite obtener una re-
presentación de los obstáculos en el espacio de las conguraciones para robots articulados
redundantes. Los algoritmos propuestos para ser explotados en un entorno paralelo permiten
obtener unos mejores resultados reduciendo el tiempo de cálculo y los recursos utilizados.
En [Bla03] se aborda el problema de la capacidad de almacenamiento que la representación
del C-espacio presenta cuando un robot móvil de se encuentra en un espacio de grandes
dimensiones y se propone un método que permite el cálculo del C-espacio representado en
estructuras de datos jerárquicas.
Es en este contexto donde surge este trabajo de investigación partiendo de la observa-
ción de que la proyección de los obstáculos en el C-espacio, además de representar todas
las conguraciones en las que el robot colisiona o no con estos, también permite obtener
información de las zonas de contacto entre el robot y un objeto del entorno. Los puntos de
contacto entre ambos se encuentran en la frontera del C-Obstáculo.
Así, el objetivo principal de este trabajo es proponer un nuevo método de síntesis de
agarres que permitirá automatizar los procesos de agarre cuando los objetos a agarrar son
desconocidos a priori y el entorno no es estructurado. Además, el método debe estar bien
fundamentado, de forma teórica, por un formalismo sólido y de carácter general. El método
permitirá denir criterios de calidad de agarre como los orientados a alcanzar un alto grado
de inmovilización, los orientados a la tarea especíca a realizar con el objeto, etc.
Para validar el formalismo propuesto se diseñarán los algoritmos que lo implementen
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para diferentes tipos de robot y para distintas piezas a manipular. De forma semejante a los
trabajos previos del grupo, se buscará que la complejidad computacional de los algoritmos
sea independiente de la geometría tanto de las partes que componen el robot como de los
objetos situados en su entorno, sin ninguna contraprestación en cuanto a la exactitud de la
representación obtenida.
El método de síntesis de agarres se integrará en un planicador de manipulaciones. El
planicador de manipulaciones calculará las conguraciones donde se producirán los mejores
agarres, planicará la trayectoria desde la conguración inicial del robot hasta la congura-
ción de agarre (los denominados caminos de tránsito) evitando colisionar con los obstáculos
y una vez agarrado el objeto planicará la ruta hasta la posición nal deseada considerando
que el robot transporta el objeto (caminos de transferencia) y evitando colisionar con ningún
obstáculo.
Los resultados del planicador de manipulaciones se han de validar en un entorno no
estructurado donde un robot móvil (una carretilla elevadora que está siendo robotizada
grupo de investigación Robótica y Sociedad de la Universidad de Salamanca) manipula
objetos de forma no preestablecida.
1.2. Estructura de la tesis
Una vez establecidos los puntos de partida en los que se enmarca el presente trabajo se
desglosan a continuación los capítulos en los que se ha organizado la memoria.
En el capítulo segundo se estudian los fundamentos que nos permitan comprender las
diferentes tareas que han de ser realizadas por un robot móvil autónomo y se analizarán los
trabajos mas relevantes en aquellos aspectos directamente relacionados con este trabajo de
tesis.
En el capítulo tercero se presenta el formalismo propuesto para la síntesis de agarres.
Inicialmente de forma general y posteriormente particularizado para los tipos de robots que
se tendrán en cuenta en este trabajo.
Una vez denido el formalismo, en el capítulo cuarto se presentan en dicultad creciente
los algoritmos y su aplicación a los diferentes tipos de robots. Para cada uno de ellos se
realizará un análisis de su complejidad computacional. Además se mostrará como conside-
rar zonas de agarre en el efector nal y criterios de calidad orientados a la tarea que se
desea realizar con el objeto agarrado. Demostraremos también que los agarres obtenidos son
accesibles; es decir, alcanzables por el robot pues no colisionan con los obstáculos.
En el capítulo quinto se describe como integrar el planicador de agarres en un plani-
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cador de manipulaciones capaz de determinar caminos de transferencia y tránsito para un
robot tipo coche y sometido por tanto a restricciones no holónomas. Este capítulo naliza
mostrando los resultados mediante una simulación en Matlab del planicador de manipula-
ciones cuando nuestro robot paletizador ha de trasladar un palé a una determinada posición,
por ejemplo, a una estantería de un almacén.
Para nalizar, en el capítulo sexto se exponen la principales conclusiones a las que ha




En este apartado se explicarán los conceptos fundamentales necesarios para situar este
trabajo de tesis doctoral en su contexto. Así, se expondrán primero los subsistemas en que se
puede dividir las tareas que proporcionarán al robot autónomo la capacidad de razonamiento
como son: el planicador de tareas, el planicador de movimientos junto con el planicador
de manipulaciones, y el generador de trayectorias. Para cada uno de estos subsistemas se
revisarán las líneas y los trabajos de investigación en ese área directamente relacionados con
este trabajo así como las principales aportaciones de cada uno de ellos.
2.1. Robots autónomos
Desde Shakey [Nil69], primer robot capaz de razonar sobre sus propias acciones, y Handey
[LPJM+87], capaz de manipular objetos, el desarrollo de la tecnología junto con el desarrollo
de técnicas y algoritmos en campos como la visión o en otro tipo de sensores, la inteligencia
articial, etc. han contribuido al desarrollo de los robots autónomos. Un robot autónomo se
caracteriza por una conexión inteligente (planicación y razonamiento) entre su percepción
9
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y acción (movimiento y manipulación), que dene su comportamiento y le permite llegar a
la consecución de los objetivos programados sobre entornos con cierta incertidumbre.
El grado de autonomía depende en gran medida de la facultad del robot para abstraer
el entorno y convertir la información obtenida en órdenes, de tal modo que, aplicadas sobre
los actuadores del sistema, garantice la realización ecaz de su tarea. En el caso de un
robot móvil, las dos grandes capacidades que lo alejan de cualquier otro tipo de vehículo se
relacionan a continuación [LP90]:
Percepción: Determina la relación del robot con su entorno de trabajo, mediante el
uso de los sensores del robot, y le permiten localizar objetos de interés.
Razonamiento: Determina las acciones que se han de realizar en cada momento, según
el estado del robot y su entorno, para alcanzar las metas asignadas.
La capacidad de razonamiento del robot autónomo ha impulsado el desarrollo de subsis-
temas capaces de especicar una tarea en lenguaje de alto nivel, próximo al usuario, y
automáticamente compilar esta especicación en un conjunto de primitivas de bajo nivel,
o controladores realimentados, para realizar la tarea. Estos subsistemas, que normalmente
aparecen interrelacionados de forma jerárquica, son: el planicador de tareas, el planicador
de movimientos junto con el planicador de manipulaciones, y el generador de trayectorias
[Lat91b].
El planicador de tareas, partiendo de una tarea especicada por el usuario, trata de ob-
tener un conjunto de operaciones elementales de desplazamiento, ensamblado, manipulación,
etc. El planicador de movimientos, para realizar cada una de estas operaciones elementales,
ha de generar el camino entre el estado inicial y el nal sin colisiones del robot con objetos
del entorno. El planicador ha de ser eciente temporalmente y completo, en sentido de que
si existe una solución la encuentra en el menor tiempo posible, y si no existe devuelva un
fallo.
Cuando el robot debe manipular objetos de forma autónoma se necesita un planicador
de manipulaciones que integre la planicación de caminos junto con la dicultad adicional
de las operaciones de agarre y reagarre. El resultado son caminos donde el robot se dirige a
coger el objeto y otros donde lo transporta.
Ambos tipos de caminos son la entrada al generador de trayectoria que determina la
dependencia temporal de los parámetros de conguración: la velocidad a lo largo del camino
planicado, teniendo en cuenta las restricciones cinemáticas del robot. Los controladores de
bajo nivel se encargan de que la trayectoria planicada se ejecute exactamente.
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2.2. Planicación de caminos y el espacio de las congu-
raciones
El clásico problema de planicación de caminos es el problema del piano mover's. Dado
un cuerpo rígido tridimensional, por ejemplo un poliedro, y un conjunto conocido de obstácu-
los, el problema es encontrar un camino libre de colisiones para el objeto (un piano) desde
un estado inicial a uno objetivo. Se supone que los obstáculos permanecen estacionarios y
son perfectamente conocidos, y el camino planicado se ejecuta exactamente. Este enfoque
se denomina planicación oine o global porque, basándose en un modelo del entorno, el
planicador construye un plan por adelantado y posteriormente se lo envía al ejecutor del
plan.
Esta idea se diferencia de la planicación on-line donde se construye un plan mientras el
robot se encuentra en ejecución. En este caso el planicador puede estar basado en sensores o
local, donde se abordan las incertidumbres y cambios en el entorno mediante la combinación
entremezclada de percepción (sensing), planicación y actuación. Un planicador basado en
sensores muy simple es el algoritmo tipo Bug [LS87b][LS90].
Algunas veces distinguir entre ambas resulta difícil, especialmente cuando el planicador
se ejecuta muy rápidamente. En este caso se puede volver a planicar con un nuevo modelo
del entorno actualizado por los sensores.
(a) Problema (b) Solución
Figura 2.1: Problema del piano mover's. Robot con forma de "L".
En general, un planicador calcula un camino solución que contiene una secuencia de
localizaciones, donde el robot no colisiona con los objetos del entorno, y que el robot debe
seguir para alcanzar el objetivo. Cuando el robot no es puntual (un manipulador articulado o
un móvil), una forma de representar la localización de todos sus puntos es mediante la noción
de conguración de un robot. El espacio de las conguraciones (C-espacio) es el espacio de
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todas las conguraciones que el robot puede alcanzar. Un ejemplo de una conguración es
el conjunto de todos los ángulos de las articulaciones para un brazo robótico; en el caso de
un sofá que se desplaza sobre un plano se tendrían dos variables de posición (por ejemplo
(x, y)) y una variable de orientación; si se trata de un piano que puede moverse y girar en
3D entonces serían tres variables de posición (por ejemplo (x, y, z))) y tres de orientación
(por ejemplo, pitch, yaw, roll).
La planicación de los movimientos del robot se realiza en el espacio de las congura-
ciones, donde el robot en una conguración se representa como un punto, pudiendo ser una
conguración libre o de colisión. Esto supone una importante simplicación del problema
porque supone planicar los movimientos de un punto y no los de todos los puntos del robot.
Además se necesita incorporar un subsistema de detección de colisiones que se encarga de
validar el estado del robot, es decir, si el robot puede adoptar cierta conguración (estado)
sin chocar con los objetos presentes en su espacio de trabajo o con él mismo. En el caso
de trabajar en el espacio de las conguraciones, esta validación se reduciría a comprobar
si la conguración es libre o de colisión, suponiendo una drástica minimización del tiempo
de cálculo asociado a la validación. Sin embargo, es necesario incluir un paso preliminar
dedicado a la proyección de los objetos desde el espacio de trabajo (Figura 2.2) al espacio
de las conguraciones (Figura 2.3), que se denominan C-obstáculos. Este paso solamente
es necesario realizarlo una vez para un robot y un entorno de trabajo determinado. Esto
supone que para sucesivas ejecuciones de la planicación, por cambios en el estado inicial o
nal, no se requiere volver a realizar el cálculo.
Figura 2.2: Entorno de trabajo y obstáculos [LaV06].
La completitud es una propiedad muy relevante en los algoritmos de planicación, que
hace referencia a que si existe una solución al problema de planicación, el algoritmo la
encuentra y sino devuelve un fallo, en un tiempo de cálculo razonable. Basándose en esta
propiedad, los métodos de planicación se han agrupado en dos grandes categorías: métodos
completos y métodos basados en muestreo.
Los métodos completos cumplen esta propiedad con un bajo coste computacional si el
número de grados de libertad es reducido. Entre ellos se encuentran los mapas de carretera,
la descomposición en celdas y los campos de potencial, según la clasicación que aparece en
[Lat91b].
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Figura 2.3: Espacio de las conguraciones del entorno de la gura 2.2.
La principal ventaja de los planicadores basados en muestreo (Sampling-Based Planner)
es que son aplicables en la resolución de problemas con muchos grados de libertad. Entre
ellos se encuentran el planicador PRM (Probabilistic Roadmap) y el RRT (Rapidly Exploring
Random Trees).
A partir del problema clásico, del piano mover's, la planicación de caminos ha evolu-
cionado para dedicarse a variaciones de este problema, que permiten su aplicación en otras
áreas como la animación de actores digitales, vericación automática de diseños industriales,
diseño de fármacos, etc. Nuevas aplicaciones conllevan nuevas consideraciones en el diseño
de algoritmos de planicación [CLH+05]. El avance en el campo de la planicación de mo-
vimientos se ha plasmado recientemente en la biblioteca OMPL (Open Motion Planning
Library), desarrollada en (http://ompl.kavrakilab.org/), que incluye principalmente al-
goritmos de planicación de caminos basados en muestreo.
2.3. Cálculo de los C-obstáculos
Como se ha comentado, la planicación de caminos global se lleva a cabo en dos pasos
([LP83]):
ndspace, donde se encuentran las conguraciones libres de colisión
ndpath, donde se calcula una secuencia de conguraciones para que el robot se mueva
de una conguración inicial a una objetivo
El primer paso se reere a la proyección de los objetos del espacio de trabajo W del robot a
su espacio de las conguraciones C. A esta representación de los objetos en C se denomina
C-obstáculos CO, que representan las conguraciones en las que el robot colisiona con los
objetos.
La mayoría de los trabajos que calculan explícitamente el C-espacio [LP87] [MF93] [NB91]
[Bro89] consideran únicamente un objeto móvil poligonal o poliédrico que se mueve en R2 o
R3, mientras que un número muy escaso se centra en manipuladores donde sus elementos son
polígonos o poliedros. En ambos casos, se considera la presencia de obstáculos poligonales
o poliédrico. Esto, además de ser una restricción en las formas de los objetos y elementos,
impone que el tiempo de cálculo dependa del número de vértices.
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En [LP83] se propone el cálculo de la intersección entre el robot y los obstáculos mediante
la expresión
COA(B) ≡ {x ∈ CspaceA/(A)x ∩B 6= 0}
donde A es el robot, y B es el obstáculo y COA(B) es el C-obstáculo (el obstáculo repre-
sentado en el C-espacio).
Figura 2.4: Entorno de trabajo y obstáculos.
En la gura 2.4 (a) aparece un robot circular A y un obstáculo B en el espacio de
trabajo. En (c) aparece el obstáculo representado en el espacio de las conguraciones y el
robot representado como un punto en C.
En [GRS83] se establece que esta operación se puede ver como la convolución de A con
B. Esta idea está reejada en la gura 2.4 (b), donde el robot circular se desplaza alrededor
del obstáculo, y registrando la curva trazada por el punto de referencia (situado en el centro
del robot) se obtiene el C-obstáculo.
En [Kav95] se propone realizar esta operación a través del Teorema de Convolución. Utili-
zando bitmaps del robot y del entorno de trabajo se puede obtener un bitmap del C-espacio,
lo que permite que el cálculo sea independiente de la forma del robot y de los obstáculos, y
por tanto el tiempo de cálculo no depende del número de vértices, sino únicamente de la dis-
cretización del espacio. La idea del cálculo mediante convolución es prácticamente intuitiva
para robots móviles, aunque no así para manipuladores articulados.
En [CM97] se propone un formalismo matemático para el cálculo del C-espacio por medio
de la convolución de una función que representa al robot y otra al espacio de trabajo. Este
formalismo es aplicado a robots manipuladores en R2 y R3 con 2 y 3 grados de libertad. En
[CMB02] se extiende el método para considerar manipuladores redundantes.
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2.4. Planicación de manipulaciones
Entre las habilidades que necesita un robot autónomo para interaccionar con su entorno
destaca la manipulación de objetos dentro de un entorno donde también existen objetos con
los que no tiene que interaccionar. El problema de la planicación de manipulaciones es una
forma sosticada [Lat91b] de la planicación de movimientos donde el robot puede mover
objetos (denominados objetos movibles). Se puede denir como: planicar los movimientos
de un robot para que pueda mover un objeto determinado desde una conguración inicial a
una nal mientras evita colisiones con los objetos estáticos y otros objetos movibles en su
entorno, con operaciones de reagarre [AGM98].
La investigación en planicación de movimientos y en planicación de manipulación ha
tenido una evolución similar: desde los primeros métodos completos y exactos de descom-
posición en celdas, que en la práctica son sólo adecuados para casos sencillos del problema,
hasta los algoritmos basados en muestreo, capaces de tratar con más grados de libertad y
entornos más realistas. A continuación se comentarán algunos de los trabajos que reejan
esta evolución [SCLS04].
De la misma forma que el método para resolver el problema del piano mover's ([SS83a]
[SS83b] [Lat91b]) surgió dentro de la comunidad de geometría computacional, también el
problema de la planicación de manipulaciones encontró sus primeras expresiones formales
[Wil88] dentro de esta comunidad, también en entornos 2D. Además los primeros trabajos
proponían utilizar la descomposición exacta en celdas en espacios de trabajos poligonales.
Wilfong propone un algoritmo de descomposición exacta de celdas para el caso particular de
un robot poligonal convexo que traslada (no puede girar) un único objeto movible poligonal
convexo en un espacio de trabajo 2D poligonal. Se supone un conjunto nito de agarres
posibles del objeto movible. El robot puede agarrar un objeto movible haciendo coincidir
uno de sus lados con otro del objeto; después el robot y el objeto se mueven juntos como
un único objeto rígido hasta que el robot suelta el objeto movible. Un problema similar se
considera en [LA88] donde el robot y el objeto son discos en un entorno poligonal.
También hay que resaltar que en el trabajo de Wilfrong ([Wil88]), se encuentra implícita
la idea de combinar el espacio de las conguraciones del robot y del objeto movible, que se
hizo explícita en trabajos posteriores como [ASL90][ALS95] [Lat91a]. Junto con los algorit-
mos de planicación, la principal contribución de estos trabajos reside en la formalización de
diferentes aspectos del problema de manipulación, comenzando con la denición de espacio:
la manipulación se realiza en el espacio de conguración compuesto (CS), que es el pro-
ducto cartesiano de los C-espacios individuales de los robots (uno o varios) y de los objetos
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movibles. En el cierre de la parte libre de este espacio compuesto (cl(CSfree) (conguracio-
nes libres) ) se consideran dos importantes subconjuntos: CP , donde los objetos movibles
están en posiciones estables, y CG que es la unión de los diferentes CGj correspondientes
a las conguraciones donde cada objeto movible Mj es agarrado por uno o más robots. Un
camino de manipulación se dene como una secuencia alternativa de caminos de tránsito
y transferencia, donde los primeros corresponden con los movimientos del robot sin trans-
portar objetos, mientras que los de transferencia corresponden con movimientos del robot
cuando está desplazando objetos. Estos dos caminos pertenecen a subespacios diferentes y
el problema es encontrar cuándo cambiar de uno a otro.
El concepto de grafo de manipulación se introduce en [ASL90] para el caso de un robot
y varios objetos movibles, donde el número de agarres CGj y de posiciones estables CP
de cada objeto son nitos. En un grafo de manipulación, los nodos se corresponden con
conguraciones discretas y los arcos se construyen buscando caminos de transferencia (o
tránsito) entre nodos que comparten el mismo agarre o posiciones estables del objeto(s)
movible(s). Siguiendo esta estructura general, el planteamiento fue implementado para un
polígono que se traslada [ASL90] y un manipulador planar de 3 grados de libertad [ALS95].
En [ALS95] se propone también un algoritmo de descomposición exacta en celdas para el
caso especíco de un robot poligonal que sólo puede trasladarse (o girar) capaz de manipular
un polígono movible con un conjunto innito de agarres.
Los trabajos que hemos comentado previamente sólo son aplicables a problemas senci-
llos (de pocos grados de libertad) debido sobre todo a su elevada carga computacional que
los hace inviables para entornos de más alta dimensionalidad. Escenarios con manipulado-
res multibrazo o la manipulación de objetos tridimensionales con múltiples operaciones de
reagarre, necesitan de algoritmos más potentes. La aparición de planicadores de caminos
basados en muestreo tiene una clara relevancia en la planicación de manipulación. Plani-
cadores como RPP - Randomized Path Planner, PRM - Probabilistic RoadMap o el algoritmo
de Ariadna Clew tienen sus homólogos en el ámbito de la planicación de la manipulación.
Los métodos del tipo PRM ([Kav94], [OS95]) se encuentran en el núcleo de muchos plani-
cadores de manipulación ([NK00], [SCLS04]), debido a que son adecuados para problemas
de alta dimensionalidad. En la planicación de caminos se generan al azar conguraciones
sin colisión (landmark) y se conectan mediante un planicador local. De forma similar, la
estrategia en la planicación de manipulación es generar al azar conguraciones en CP ∩CG,
preferentemente representando a todas las componentes conectadas de esta subvariedad, y
conectarlas con los caminos de tránsito y de transferencia.
En [AGM98] se aplica el algoritmo de Ariadne Clew ([BATM93]) a un robot manipulador
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redundante (7 grados de libertad) y un único objeto en un espacio 3D. La planicación
se realiza en dos niveles siguiendo en ambos una estrategia de exploración y búsqueda.
El método supone un conjunto de agarres discretos predenidos del objeto movible. No
obstante, es capaz de tratar en situaciones realistas con manipuladores redundantes, para
los cuales cada agarre se corresponda posiblemente con un número innito de conguraciones
del robot.
Para estos nuevos escenarios no se pretende caracterizar de forma explícita y completa
el subespacio CP ∩CG. En cambio, los algoritmos intentan identicar conguraciones libres
de colisión dentro de las componentes conectadas de esta subvariedad. Para evitar este
problema, en [NK00] el usuario (o software cliente) tiene que proporcionar un conjunto de
posiciones estables y de agarres para el objeto manipulado y conectarlas a través de caminos
de tránsito y de transferencia. Tanto para el cálculo del grafo de manipulación como para el
planicador punto a punto se utiliza una técnica Fuzzy PRM.
2.5. Generador de trayectorias
Una vez obtenido por los planicadores de caminos y de manipulación un camino libre
de obstáculos (realizable) entre dos conguraciones, el camino ha de ser seguido por el
robot utilizando una trayectoria generada por el planicador. El generador de trayectorias
determina la dependencia temporal de los parámetros de conguración: la velocidad a lo
largo del camino planicado, teniendo en cuenta las restricciones cinemáticas del robot.
Los robots autónomos son generalmente vehículos con ruedas que no se pueden desplazar
y girar libremente en el espacio de trabajo puesto que están sujetos a restricciones en sus
movimientos. Un coche se mueve perpendicular al plano de las ruedas, adelante o atrás, pero
no lateralmente con un ángulo de giró limitado por el máximo ángulo de giro de las ruedas
directrices. Los sistemas que presentan este tipo de restricciones cinemáticas, que cuando
se toman en consideración no reducen la dimensión del espacio de las conguraciones, se
conocen como sistemas no holonomos. Los sistemas holónomos son aquellos que al tenerlos en
consideración eliminan algunos de los parámetros de las ecuaciones cinemáticas y reducen por
tanto la dimensión del espacio de las conguraciones. Un ejemplo de restricciones holónomas
son las restricciones que tienen los robots articulados sujetos a movimientos restringidos de
sus articulaciones. Las restricciones holonomas no cambian sustancialmente el problema de
la planicación de caminos, pero no sucede lo mismo con las no holónomas que añaden mas
complejidad al problema.
Así, los sistemas no holónomos se caracterizan por ecuaciones de restricción que contienen
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derivadas en el tiempo de las variables de conguración del sistema. Estas ecuaciones no
son integrables, las restricciones no se pueden expresar como derivadas en el tiempo de
alguna función de las coordenadas generalizadas por lo que son necesarias técnicas de control
avanzadas. Esto se produce típicamente cuando el sistema tiene menos variable de control
que variables de acción. Por ejemplo, un robot tipo coche tiene dos controles (velocidad
lineal y velocidad angular) mientras que se mueve en un espacio de las conguraciones
tridimensional (posición en el plano (x, y) y orientación θ). Estas restricciones no eliminan
grados de libertad del sólido al que aplican y sin embargo su presencia impone condiciones
a su movimiento.
La principal consecuencia de las restricciones no holonómicas es que un camino arbitra-
rio en el espacio de la conguraciones admisible no se corresponde necesariamente con una
trayectoria factible o realizable por el robot. Este es básicamente el porqué las técnicas pura-
mente geométricas desarrolladas en planicación de movimientos para sistemas holónomos
no son de aplicación directa a los no holónomos.
La planicación de movimientos con restricciones no holónomas es un área de investiga-
ción relativamente nueva. Su aplicación a los robots autónomos sigue suscitado el interés de
la comunidad cientíca puesto que la búsqueda de un método general que permita obtener
rutas optimas con un coste computacional razonable en sistemas con restricciones no holóno-
mas sigue siendo aún un tema abierto. La mayoría de los modelos cinemáticos de los robots
se simplican para facilitar la tarea de convertir un camino en una trayectoria realizable por
el robot.
Una de las líneas de investigación conducentes a simplicar el problema de la planicación
de trayectorias son las maniobras restringidas. La idea de este método de planicación en
escenarios sin obstáculos se basa en la sucesión de trayectorias con ciertas propiedades.
Estas trayectorias serán movimientos sujetos a las restricciones de giro del vehículo. Esta
idea se inicia con las aportaciones publicadas en [Dub57], [RS90], [Lat91b], [LJTM94], y
[FW91] entre otras. En este trabajo de tesis se utilizará uno de estos modelos, el robot de
Dubins integrado en un planicador de manipulación para escenarios con obstáculos jos
y obstáculos movibles (objetos manipulables por el robot). [Lau98] constituye una buena
referencia para conocer el estado del arte de la planicación y control de movimientos en
general y de los sistemas no holónomos en particular.
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2.6. Agarres de piezas
Una de las formas primarias que un robot tiene de interaccionar con los objetos de su
entorno es agarrándolos. En entornos de fabricación, que generalmente están muy estructu-
rados, cada robot sólo agarra un tipo de objeto o herramienta hasta que es reprogramado
para manipular otros. Por tanto, disponen de efectores nales diseñados especícamente
para una tarea particular en operaciones de agarre, aunque también existen efectores más
exibles. Para los robots que trabajan en entornos menos estructurados, como los robots
de servicio, se diseñan efectores nales de propósito más general y más versátiles que son
capaces de agarrar y manipular una variedad más amplia de objetos.
Un efector nal versátil [FP05] puede tener una complejidad muy variable: la clásica
pinza paralela de dos dedos se puede considerar muy versátil si el recorrido de sus dedos
es sucientemente grande para poder agarrar una variedad de objetos; en el extremo con-
trario, existen dispositivos extremadamente complejos, como las manos antropomórcas,
que actualmente se utilizan con nes de investigación o bien trabajan mediante teleopera-
ción. Muy pocos diseños de manos mecánicas (sólo la mano Barret - Figura 2.5) han sido
comercializados con nes industriales.
Figura 2.5: Mano Barret1.
En la sección 2.4, se ha simplicado considerablemente la planicación de manipulaciones,
pues se ha denido de antemano un conjunto nito de posibles agarres para cada objeto.
Sería muy conveniente disponer de métodos que permitan generar de forma automática este
conjunto de posibles agarres, tanto para entornos estructurados como no estructurados. Es
claro que para lograr mayor versatilidad de los efectores, desde una clásica pinza paralela
hasta una mano articial, se necesita un mayor número de grados de libertad. Esto supone
1http://www.robotnik.es
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una complejidad adicional a la hora de decidir cuál es el agarre más apropiado para la tarea.
Esta complejidad proviene tanto por la complejidad del efector como por la necesidad de
reconocer el tipo de objeto y seleccionar la mejor forma de agarrarlo.
En robótica, el problema de seleccionar un conjunto de contactos sobre un objeto para
agarrarlo con un efector (una pinza o una mano articial) se conoce como síntesis de agarres,
mientras que el problema recíproco, análisis de agarres, comprende el estudio y evaluación
de un determinado agarre [BK00]. Un agarre se dene como el conjunto de lugares (puntos
o regiones) en la supercie del objeto donde se han de colocar los dedos del efector para
agarrarlo. La denición de un agarre incluirá la conguración del efector, que depende de
su cinemática y sus grados de libertad.
La calidad de un agarre viene determinada por múltiples características y, en función
de la tarea concreta a realizar, se establecerá una ponderación de las mismas. Siguiendo
los trabajos de [Cut84] y [Ngu86b], se resumen las principales características que se suelen
imponer a un agarre:
La viabilidad de un agarre se reere a la existencia de una conguración para los dedos
de la pinza capaz de lograr que los extremos de los dedos se sitúen sobre los puntos de
contacto.
La alcanzabilidad se reere a la posibilidad de encontrar un camino libre de colisiones
que permita alcanzar la conguración de agarre partiendo de una conguración inicial.
El equilibrio de un agarre indica que la suma de las fuerzas y los pares que actúan sobre
la pieza es nula. Esto quiere decir que las fuerzas ejercidas por la pinza a través de los
puntos de contacto contrarrestan las debidas a la gravedad (supuesta una situación
estática).
La estabilidad de un agarre indica si el objeto volvería a su posición de inicial después
de un desplazamiento innitesimal; esto es, si las fuerzas y pares generados como
resultado del desplazamiento se oponen o se suman a las que ocasionaron el mismo.
La estabilidad depende de la disposición concreta de los puntos de contacto sobre la
supercie del objeto.
Otras características adicionales de un agarre son la rigidez, la resistencia al deslizamiento,
la manipulabilidad y la exibilidad, cuya denición se puede encontrar en [FP05].
Se distinguen dos tipos de agarres, en función de maximizar alguna de las características
relacionadas previamente: agarre dactilar (pinch grasp) cuando el contacto con el objeto se
establece únicamente con los extremos o las yemas de los dedos; agarre envolvente (enveloping
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grasp, power grasp) cuando el contacto con el objeto se estable a través de la parte interna
de los dedos o la palma de la mano.
Durante las dos últimas décadas, los agarres y la manipulación robótica se ha convertido
en un área de investigación muy activa, con trabajos que abordan la problemática crucial de
este ámbito y donde se ha establecido una extensa base teórica. En [MLS94] se revisaron las
bases teóricas de la manipulación robótica; Mishra [Mis95] estudió los criterios de calidad
útiles para seleccionar un buen agarre; Shimoga [Shi96] examinó los algoritmos de síntesis
de agarres basados en sus propiedades mecánicas; en [BK00] se describen los problemas re-
lacionados con los puntos de contactos; en [OSC00] se clasican los problemas relacionados
con la manipulación en tres diferentes niveles de control; Bicchi [Bic00] presenta las tenden-
cias en este ámbito, teniendo en cuenta las necesidades funcionales de las manos mecánicas;
y en [MA04] han desarrollado un simulador versátil que incluye varios modelos de manos
mecánicas y que es útil para evaluar algunos de los conceptos teóricos implicados en agarres.
Por tanto, los trabajos de investigación sobre agarres se han clasicado en las siguientes
categorías: el análisis de agarres, las medidas de calidad del agarre y la síntesis de agarres. Por
ello, la revisión que se realiza en las siguientes secciones también se ha hecho siguiendo esta
clasicación. Sin embargo, la frontera entre las obras relacionadas con estas tres categorías
es a menudo muy estrecha y algunas de ellas podrían incluirse en más de una categoría.
2.6.1. Análisis de agarres
El análisis de agarres se reere al estudio de las propiedades físicas, estáticas y dinámi-
cas, implicadas en un determinado agarre. El objetivo de este análisis es obtener modelos
matemáticos de las principales propiedades de un agarre que se utilizarán posteriormente
en la síntesis.
En un estudio estático el agarre de una pieza mediante un robot se modela a través de
las fuerzas ejercidas por el robot en los contactos con la pieza. El modelado del agarre se
plantea respecto a un sólido rígido sobre el que actúan un conjunto de fuerzas y pares. De
esta forma el agarre se representa con independencia de la pinza robótica por un conjunto
de fuerzas aplicadas sobre la supercie del objeto (en la gura 2.6 se observan sólo fuerzas
en dirección normal).
El modelo del contacto va a inuir en las fuerzas que el robot va a transmitir a la pieza.
Así, se consideran dos factores fundamentales: la dimensión del contacto y el rozamiento
existente entre efector y pieza. Respecto a la dimensión, se consideran: contacto puntual,
contacto lineal y supercial, según sea un punto, una línea o una supercie la zona de
contacto entre el dedo y la pieza. Esto lleva implícito que los dedos puedan ejercer sólo
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fuerzas en contacto puntual, y fuerzas y pares en contactos lineal y supercial. Respecto
a considerar o no la fricción, implica que las fuerzas ejercidas son perpendiculares a la
supercie o están contenidas dentro de un cono de fricción. Combinando ambos factores se
pueden tener seis posibles tipos de contacto, cuyas características más destacadas se pueden
encontrar en [FP05]. Un trabajo muy relevante y que se puede considerar pionero en esta
línea fue realizado por Nguyen ([Ngu86a], [Ngu87], [Ngu88]), quien propuso varios modelos
de contactos. Tres de ellos están ampliamente adoptados en la literatura: contacto puntual
sin fricción, contacto puntual con fricción (hard-nger) y soft-nger contact. Para facilitar el
análisis de agarres con múltiples puntos de contacto, es habitual descomponer los contactos
lineales o superciales por conjuntos de contactos puntuales, situados en los extremos.
Figura 2.6: Modelado de un agarre mediante un conjunto de fuerzas
Los agarres capaces de resistir perturbaciones externas, es decir, inmovilizar el objeto se
clasican como agarres form-closure y force-closure [Tri92]. Las diferencias entre los agarres
form-closure y force-closure son muy sutiles y su signicado puede variar ligeramente en
función del autor. Según las deniciones propuestas en [Tri92] y [Bic95], entre otros, form-
closure se considera una propiedad puramente geométrica, ya que sólo la situación de los
puntos de contacto restringen completamente todos los movimientos (grados de libertad) de
la pieza, mientras que force-closure tiene en cuenta las fuerzas aplicadas en los puntos de
contacto para inmovilizar el objeto. Estos autores establecen que la principal diferencia entre
ambos se basa en considerar o no puntos de contacto con o sin fricción en los modelos, siendo
el agarre force-closure o form-closure, respectivamente. Esta diferencia tiene implicaciones
en cuanto a las aplicaciones donde se utilizan estos agarres: mientras que los agarres form-
closure se utilizan para determinar agarres robustos que no se basan en la fricción (por
ejemplo, el soporte de objetos para su fabricación o montaje en los procesos industriales),
los agarres force-closure dependen de la fricción y se utilizan para manipular objetos con
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pocos puntos de contacto. En [Bic95] se puede encontrar un amplio estudio de estas dos
propiedades. En muchos casos, los aspectos teóricos involucrados en los agarres form-closure
y force-closure son semejantes. Así, cuando las diferencias entre ellos son irrelevantes o el
tipo de agarre es evidente por el contexto, se utiliza el término agarre FC para referirse
genéricamente a un agarre capaz de resistir perturbaciones externas.
Una de las cuestiones fundamentales en el análisis de agarres es determinar cuándo un
conjunto de puntos de contacto produce un agarre FC o no. [Sal82] demostró que una condi-
ción necesaria y suciente para la existencia de un agarre FC es que el conjunto de posibles
wrenches (es decir, el vector formado por las componentes de la fuerza y del par) producidos
por cada una de las fuerzas en los puntos de contacto sobre el objeto recubren positivamente
todo el espacio del wrench. Entonces, en un agarre FC cualquier wrench se puede expre-
sar como una combinación lineal con coeciente positivos de los wrenchs producidos por
las fuerzas unitarias de los dedos. En [MSS87] modelaron matemáticamente el conjunto de
posibles wrenches como una envolvente convexa (convex hull), armando que la condición
necesaria y suciente propuesta por [Sal82], es equivalente a decir que el convex hull contiene
el origen del espacio del wrench.
En la gura 2.7(a) se muestra un polígono agarrado por cuatro dedos, suponiendo con-
tactos sin fricción. En la gura 2.7(b) se representa el resultado de calcular el recubrimiento
convexo denido por el conjunto de los cuatro wrench realizados por los dedos. Aparecen las
componentes x e y de las fuerzas y el par de rotación. Se puede observar cómo la envolvente
convexa (convex hull) no contiene al origen de coordenadas, con lo cual se concluye que el
agarre propuesto no cumple la condición de force closure.
(a) (b)
Figura 2.7: No se cumple la condición de force/torque closure.
Para una pinza con dos dedos, que se modela como un agarre con dos contactos puntuales
con fricción, se puede demostrar que un agarre cumple la condición de force closure cuando
la línea que une los dos puntos de contacto se encuentra en el interior de los conos de fricción
asociados a cada uno de los contactos. La Figura 2.8 cumple la condición de force closure.
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Para conseguir mejores agarres hay que elegir el material con el que se recubren los dedos
(mayor apertura del cono de fricción) y además que la línea que une los puntos de contacto
sea perpendicular a la supercie.
Figura 2.8: Se cumple la condición de force closure en un agarre con dos dedos.
En los trabajos ([Ngu86a], [Ngu87], [Ngu88]) Nguyen determinó el número mínimo de
puntos de contacto entre el objeto y los dedos que se necesita para obtener un agarre FC,
teniendo en cuenta la dimensión del espacio del objeto y el modelo de contacto (Tabla 2.1),
y se propuso una condición necesaria y suciente para cada uno de estos agarres mínimos.
Modelo de contacto Espacio de trabajo Mínimo número
de contactos
Contacto puntual sin fricción
2D 4
3D 7
Punto de contacto con fricción
2D 2
3D 3
soft-nger contact 3D 2
Tabla 2.1: Mínimo número de contactos necesarios para obtener agarres FC ([Ngu86a], [Ngu87],
[Ngu88])
En [MNP90] también se aborda el problema de determinar el número mínimo de puntos
de contacto sin fricción necesarios para agarrar un objeto, y demostraron que no hay solución
cuando el objeto es una circunferencia o una esfera. Rimon y Burdick [RB96] introdujeron el
concepto de agarre form-closure y force-closure de 2º orden, para tener en cuenta los efectos
que la curvatura del objeto y la punta de los dedos producen en un agarre. Basándose en este
enfoque, se puede reducir el número mínimo de dedos para inmovilizar un objeto, obteniendo
por ejemplo, que sólo son necesarios tres contactos sin fricción para inmovilizar un objeto
poligonal.
Siguiendo el planteamiento de Nguyen [Ngu88], varios autores han desarrollado las con-
diciones especícas para la existencia de un agarre FC, dado el número de contactos y el
tipo de objeto. En la Tabla 2.2 se resumen los principales trabajos que han contribuido a
denir las condiciones para la existencia de un agarre FC.











2D/3D Número mínimo dependien-
do del modelo de contacto
[Ngu86a], [Ngu87], [Ngu88]
2D 4 sin fricción [BM90]
2D 3 con fricción [SP05]
2D/3D 3 con fricción [LLC03]
Condición
suciente
2D 3 con fricción [PF91], [PF95]
3D 3 y 4 con fricción [PSBM93], [PSS+96]
Tabla 2.2: Condiciones para la existencia de un agarre FC
Otros trabajos en análisis de agarre ([Mon88], [Mon95]) tienen en cuenta la cinemática
de los puntos de contacto, describiendo el movimiento de un punto de contacto sobre las
supercies de los dos objetos que contactan, y la dinámica del agarre ([HA77], [Ngu89]),
respecto a su estabilidad. Estos análisis son fundamentales para controlar los movimientos
de deslizamiento o de giro de los dedos sobre la supercie del objeto ([KC92], [MB00]).
2.6.2. Medidas de calidad de agarres
Normalmente, para un determinado objeto, existen varios agarres FC posibles y se utili-
zan diferentes medidas de calidad para evaluarlos y seleccionar el mejor. En estas medidas
de calidad se tienen en cuenta las propiedades de los objetos, los modelos de contacto y
las condiciones form-closure y force-closure para cuanticar la calidad del agarre. En esta
sección, se describen y clasican en cuatro grupos las medidas más conocidas [SCR06], como
se resumen en la Tabla 2.3.
El primer grupo de medidas se basa en las propiedades algebraicas de la matriz de agarre
G. Esta matriz relaciona las fuerzas aplicadas por los dedos en cada uno de los puntos de
contacto con el wrench neto, wrench formado por los wrenchs individuales en cada uno de
los puntos de contacto, que actúa sobre el objeto. Entre las propiedades algebraicas de G
que se consideran están:
El valor singular más pequeño de G [LS87a], que indica lo lejos que la conguración
de agarre está de caer en una conguración singular.
El volumen del elipsoide de manipulación [LS87a], para considerar todos los valores
singulares de G.
El número de condición de G [KOYS01], que busca un agarre bien distribuido, por lo
que se le denomina Índice isotrópico de agarre.
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Grupo Medida de calidad Referencia
Medidas basadas en las
propiedades algebraicas
de la matriz de agarre G
Menor valor singular [LS87a]
Volumen del elipsoide de manipulación [LS87a]
Índice isotrópico de agarre [KOYS01]
Medidas basadas en las
relaciones geométricas
de los puntos de
contacto
Índice de estabilidad de agarre [PS90]
Área del politopo de contacto [MC94]
Distancia entre el centroide y el centro de
masas
[PF95]
Medidas basadas en la
robustez de los errores
de posición de los dedos
enfrentados
Distancia desde el agarre hasta los límites
del espacio FC
[LYT02]
Longitud de la región de agarre indepen-
diente más corta
[Ngu88]
Índice de incertidumbre de agarre [KOYS01]
Medidas considerando
limitaciones en las
fuerzas de los dedos




Bola más grande con respecto a todos los
sistemas de referencia
[Tei96]
Volumen de la cobertura convexa [MA99]
Q distancia [ZDW03]
Suma de los componentes normales de las
fuerzas de los dedos
[LXWL04]
Distancia de las fuerzas a los límites del
cono de fricción
[LXWL04]
Medidas orientadas a tareas [LS87a]
Tabla 2.3: Medidas de calidad de agarres
El segundo grupo de medidas de calidad tiene en cuenta determinada relaciones geomé-
tricas de los puntos de contacto para evaluar los agarres. Para ello se dene el politopo de
contacto, como el politopo cuyos vértices son los puntos de contacto en la frontera del objeto
(así, es un polígono para objetos 2D y un poliedro para objetos 3D). El politopo de contacto
se utilizó para establecer las siguientes medidas de calidad:
La diferencia entre los ángulos internos del politopo de agarre y los del politopo regular
correspondiente ([PS90], [KOYS01]). El objetivo de esta medida (denominada Índice
de estabilidad de agarre) es cuanticar la distribución uniforme de los dedos en la
frontera del objeto.
El área del polítopo de contacto ([MC94], [CFMdP03]) para cuanticar también la
distribución uniforme de los dedos sobre el objeto.
La distancia entre el centro de masas del objeto y el centroide del polígono ([PF95],
[CMFdP05]) o poliedro [PSS+96] de contacto, cuyo objetivo es reducir el efecto de las
fuerzas gravitacionales e inerciales en el agarre, que se minimiza cuando esta distancia
es mínima.
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El tercer grupo se basa en la solidez del agarre frente los errores en el posicionamiento de
los dedos. Estos se producen porque la posición calculada teóricamente diere de la posición
real de los dedos cuando se lleva a cabo el agarre. [Liu98] dene el espacio de contacto como el
espacio n-dimensional que representa a todos los posibles puntos de contacto de los n dedos
en la frontera del objeto. Así, un agarre se representa como un punto en este espacio. En
[LYT02] proponen como una medida de calidad, la distancia mínima desde el punto de agarre
calculado al límite del espacio FC. También se utilizan distintos índices ([PF95], [KOYS01],
[CFMdP03]) basados en distancias, considerando las regiones de agarre independientes.
Este concepto, introducido por [Ngu88], dene a las regiones en la frontera del objeto tales
que si cada dedo de la mano se posiciona dentro de una de estas regiones se obtiene un
agarre FC, independientemente del punto exacto de contacto dentro de dichas regiones.
Los grupos de medidas de calidad comentados previamente incluyen las relacionadas
con la localización geométrica de los puntos de contacto y con la incertidumbre en el posi-
cionamiento de los dedos, pero no consideran ningún límite en la magnitud de las fuerzas
aplicadas por los dedos. La condición de force closure no indica nada respecto a la magnitud
que deberían tener las fuerzas a aplicar sobre los puntos de contacto (las fuerzas a ejercer
por los dedos) para contrarrestar las fuerzas o pares (wrenches) externos que puedan actuar
sobre la pieza (gravedad, inercia, colisiones, etc.). Es posible que un agarre que cumpla la
condición de force closure sea un mal agarre, dado que precisa aplicar mediante los dedos
fuerzas extremadamente altas para compensar pequeñas perturbaciones exteriores. Por esta
razón, se utilizan índices adicionales que, en general, proporcionan información relacionada
con la máxima fuerza o par externos que el agarre podría soportar, suponiendo que existen
determinados límites en las fuerzas que pueden aplicar los dedos. Por tanto, este grupo de
medidas está basado en la robustez frente a fuerzas de perturbación externas.
Los límites en las fuerzas aplicadas por los dedos se pueden considerar de muy diversas
formas; los criterios más comunes ([Mis95]) son considerar una fuerza máxima para cada uno
de los dedos (equivaldría a limitaciones mecánicas de los mismos o una fuente de alimentación
individual para cada dedo) o bien un valor máximo para la suma de las fuerzas a ejercer por
todos los dedos (equivaldría a limitar la máxima potencia que puede desarrollar la mano o
pinza completa).
Si se limita la suma de las fuerzas que deben ejercer los dedos, todos los wrenches pro-
ducidos por los dedos están contenidos en el convex hull Pw, denominado Espacio Wrench
de Agarre ([Pol96], [BFH04]). En [KMY92] y [FC92] proponen como medida de calidad el
mayor wrench de perturbación que el agarre puede resistir, independientemente de su direc-
ción. Geométricamente, esta medida de calidad es igual al radio de la bola más grande, que
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centrada en el origen del espacio del wrench, está completamente contenida en Pw. Debido
a la interpretación geométrica de esta medida se la denomina criterio de la bola máxima.
La suma de las componentes normales de las fuerzas aplicadas en la frontera del objeto
es indicativo de las fuerzas internas que soporta el objeto cuando se aplica una perturbación
externa. Luego, se dene otra medida de calidad como la suma de los módulos de las com-
ponentes normales de las fuerzas aplicadas que se necesitan para lograr un wrench esperado
(que puede ser sólo el peso del objeto). Esta medida se llama Fuerza de Agarre Normal
Máxima [LXWL04] o Esfuerzo de Agarre ([Pol04]) y debe ser minimizada para obtener un
agarre óptimo. Como diferencia con la aplicación del criterio de la bola máxima, esta medida
ja de antemano el wrench externo que se puede resistir y considera entonces las fuerzas
necesarias para compensarlo.
Otro enfoque tiene en cuenta que si las fuerzas del dedo aplicadas en cada punto de
contacto en ausencia de perturbaciones están próximas a las normales a la frontera del objeto,
entonces la fuerza aplicada puede variar en un amplio rango de direcciones para contrarrestar
las perturbaciones externas, mientras que si las fuerzas del dedo están inicialmente cerca del
límite de los conos de fricción, entonces los dedos podría fácilmente deslizar cuando tratan de
mantener el agarre force-closure. Este efecto se considera otra medida de calidad de agarres
llamada Centro Analítico Mínimo [LXWL04].
Cuando se dispone de una descripción detallada de la tarea a realizar, la medida de cali-
dad puede cuanticar la habilidad del agarre para contrarrestar las perturbaciones esperadas
durante la ejecución de tarea. La tarea se puede caracterizar por un conjunto de wrenches
que se deben aplicar sobre el objeto para lograr un objetivo determinado y por un conjunto
de wrenches debidos a perturbaciones esperadas que el objeto debe soportar mientras se
manipula. Todos estos wrenches forman un politopo de tarea (denominada Espacio Wrench
de la Tarea por [BFH04] y [Pol96]), que se suele aproximar con un elipsoide [LS87a]. La
medida de calidad es el factor de escala que se necesita para obtener el mayor elipsoide
centrado en el origen y plenamente contenido en el convex hull.
2.6.3. Síntesis de agarres
La síntesis de agarres se reere al desarrollo de algoritmos para determinar un agarre
apropiado de acuerdo con los criterios de calidad seleccionados. Existen multitud de algorit-
mos de síntesis de agarres, tanto centrados en el cálculo de los puntos óptimos de contacto
como en el cálculo de las fuerzas óptimas a aplicar sobre tales puntos. Para esta tesis serán
más relevantes los primeros. Además, puesto que la síntesis de agarres es necesaria en varias
ocasiones durante una tarea de manipulación, es conveniente que el coste computacional de
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estos algoritmos sea tan bajo como sea posible, a n de permitir el cálculo del agarre durante
la ejecución de la tarea.
En planicación de agarres se ha desarrollado una amplia gama de algoritmos: desde
los que proporcionan pruebas cualitativas (es decir, determinar si un conjunto de contactos
permite obtener un agarre FC o no), a los que utilizan métodos heurísticos para obtener
un buen agarre o técnicas de optimización para obtener el agarre óptimo, en ambos casos
basándose en una o varias medidas de calidad.
A partir de la condición general necesaria y suciente establecida por [MSS87], para
garantizar la existencia de un agarre FC, la prueba cualitativa más general para armar si
una serie de puntos de contacto permite un agarre FC o no, es comprobar si el convex hull
Pw del conjunto de posibles wrenches producidos por las fuerzas de contacto contiene el
origen del espacio del wrench (en [BDH96] se propone un algoritmo eciente para calcular
el convex hull). Para simplicar este método, algunos autores han desarrollado otros test
cualitativos. En esta línea, todas las condiciones desarrolladas para agarres FC especícos
(véase la tabla 2.2) se pueden también utilizar como test cualitativos. Test cualitativos más
generales se desarrollaron en [CB93a], que son válidos para n dedos y objetos en 2D, y en
[LW98], que introdujo un algoritmo de disparo de rayos (ray-shooting) válido también para n
dedos, pero considerando objetos 3D. En [ZQ05] se realizaron algunas mejoras al algoritmo
de disparo de rayos.
Los test cualitativos constituyen el núcleo de los algoritmos desarrollados para la bús-
queda de agarres FC. Como ejemplos, [SVR03] desarrolló un algoritmo para buscar agarres
FC de objetos 2D basado en la condición necesaria y suciente propuesta por [BM90], y en
[LLD04] se desarrollaron algoritmos para la búsqueda de agarres FC de objetos 3D basados
en el algoritmo de disparo de rayos.
Otra forma de saber si un conjunto de puntos de contacto produce un agarre FC es
mediante el cálculo de todo el espacio FC (es decir, el subespacio del espacio de contacto
formado por todos los agarres FC), y, a continuación, comprobar si el agarre pertenece a
este subespacio o no. En esta línea, [Liu98] y [LYT02] propusieron métodos para calcular
todo el espacio FC para objetos 2D poligonales considerando cualquier número de dedos.
En [vdSWO00] y [CvdS05] proponen algoritmos para calcular todos los agarres form-closure
de objetos poligonales y no poligonales, respectivamente, con cuatro puntos de contacto con
fricción.
El cálculo de los puntos de contacto mediante test cuantitativos es el principal
objetivo de la síntesis de agarres. La forma más básica de agarrar un objeto es con dos
puntos de contacto con fricción; en este caso, varios autores ([MiERSdP01] [Jia02] [Jia04])
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consideraron que los agarres más estables son los formados por dos puntos anti-podales,
es decir, puntos de la frontera del objeto donde las direcciones normales son colineales .
En [CB93b] se propone un algoritmo para encontrar los puntos anti-podales más distantes
para aumentar la estabilidad del agarre frente a pares externos, y en [SPF92] y [FP91] se
introdujo el uso de regiones de agarre independientes en el cálculo de agarres con dos dedos
para proporcionar robustez a los agarres frente a los errores de posicionamiento de los dedos.
Entre todos los índices de calidad descritos en la sección previa, los dos más populares
son: la bola máxima (y sus variantes) por su robustez frente a fuerzas de perturbación
externas; y la longitud de las regiones de agarre independientes por su robustez frente a
errores de posicionamiento de los dedos.
El problema de calcular el agarre óptimo basándose en el criterio de la bola máxima
fue abordado por [Tri92] quien propuso un algoritmo basado en programación lineal; [Jia95]
identicó diferentes casos de agarres óptimos con cuatro puntos de contacto sin fricción;
[ZW03] y [LXWL04] propusieron algunas variaciones de este criterio para aplicar algoritmos
de búsqueda de gradiente. El principal inconveniente de estos métodos es el coste compu-
tacional, lo que implica que estos enfoques han de simplicarse cuando se aplican en sistemas
con restricciones temporales [LXWL04]. Debido a la complejidad de los algoritmos de opti-
mización, el criterio de la bola máxima ha sido utilizado frecuentemente para evaluar agarres
FC generados con diferentes estrategias heurísticas ([HeKT99], [BFH99], [PGS03], [BFH03],
[BFH04], [MKCA03], [MA04], [HSSR05]).
El problema de calcular las máximas regiones de agarre independientes fue abordado por
[Ngu88] teniendo en cuenta el número mínimo necesario de dedos para agarrar un objeto.
En [PF91], [PF95], [PSBM93] y [PSS+96] se realizó un trabajo muy destacado en el cálculo
de las máximas regiones de agarre independientes para objetos poligonales y poliédricos.
[Pol96] desarrolló un algoritmo que combina el criterio de bola máxima y el de las regiones
independientes para objetos 2D. Basado en un agarre prototipo (que se calcula fuera de
línea), el algoritmo determina las regiones de agarre independientes que permiten agarres
FC con un determinado porcentaje de calidad respecto al agarre prototipo. Este enfoque
también se ha ampliado a objetos 3D [Pol04]. Sin embargo, la selección de un prototipo
adecuado sigue siendo un paso crítico en este algoritmo.
La minimización de la distancia entre el centro de masas del objeto y el centro geométrico
de los puntos de agarre también se ha utilizado en algunos algoritmos, como, por ejemplo,
los propuestos por [MP89], [DLW00] y [DLW01].
Otros algoritmos a n de obtener una medida global de calidad combinan varios criterios
(por ejemplo, la inclusión de criterios relacionados con la destreza o la estabilidad). En esta
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línea, [BSD04], [Kim04], [CFMdP03] y [CMFdP05] proponen algoritmos para calcular el
agarre basándose en una medida de calidad global.
La mayoría de los algoritmos de síntesis de agarres parten de un conocimiento preciso
de la geometría del objeto a agarrar, ya sea 2D o 3D. Sin embargo, otros trabajos plantean
el cálculo de agarres desde una perspectiva más cercana a una aplicación práctica, de modo
que la única información disponible sobre el objeto es la adquirida mediante los sensores
presentes en el sistema. Así, en [HRSF99] se calculan los agarres a partir de la información
del contorno del objeto obtenida mediante un par estéreo. Se establecen criterios distintos
para el agarre de un cierto objeto en función de la relación entre la máxima dimensión verti-
cal y horizontal del mismo (se distingue el agarre de objetos tumbados del agarre de objetos
levantados). En ambos casos se buscan los puntos de contacto que optimizan ciertas carac-
terísticas geométricas prejadas. Se utiliza una pinza de dos dedos y los puntos de contacto
son obtenidos como puntos tridimensionales, gracias a la información estéreo disponible. En
[MiESP04] se utiliza también información visual estéreo para obtener el contorno de una
pieza. En este caso se utiliza una pinza de tres dedos pero los agarres son bidimensionales
(planos). Se consideran únicamente como agarres válidos aquellos en los que las normales a
la supercie de la pieza sean conuyentes, por razones de estabilidad. Entre todos los aga-
rres alcanzables por la pinza que cumplen la condición anterior se selecciona el más robusto;
tal robustez se predice a partir de experimentos de medida de la capacidad de sujeción del
agarre. En [FP05] se propone un sistema para la síntesis de agarres basado en aprendizaje
automático. Las reglas que permiten calcular tanto los puntos de agarre como la congura-
ción de la pinza se ineren a partir de los ejemplos proporcionados por el usuario, es decir,
el usuario debe agarrar diversos objetos para proporcionar ejemplos de entrenamiento. Para
el aprendizaje automático se utilizan los árboles de decisión.
2.6.4. Taxonomías de agarres
Cuando se busca que el robot trabaje en un entorno no estructurado, el diseño de los
efectores nales debe de ser muy versátil, como en las manos mecánicas. Sin embargo, esta
característica hace que la síntesis de agarres sea muy compleja, por el gran número de grados
de libertad que poseen las manos robóticas. Esta versatilidad da lugar a un enorme conjunto
de posibles conguraciones de la mano.
En un intento de reducir la complejidad de un agarre se ha estudiado la forma en que
los humanos cogen los objetos. Las personas seleccionan inconscientemente una postura
apropiada para agarrar un objeto y efectuar con él una determinada tarea. El estudio de
cómo estos factores inuyen en la elección del agarre conduce a una taxonomía con la cual
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proporcionar una forma sistemática de elegir un agarre apropiado para un conjunto concreto
de requisitos de la tarea y características del objeto.
La literatura médica ha tratado de clasicar las posturas de las manos humanas en
taxonomías de agarres, como la propuesta en 1956 [Nap56]. Napier argumenta que cuando se
agarra un objeto para cualquier propósito, la mayor preocupación es la estabilidad del agarre.
Así, basándose en cómo se alcanza la estabilidad, establece las diferencias fundamentales
entre los agarres enérgicos, que envuelven el objeto y normalmente proporcionan máxima
estabilidad, y los agarres de precisión, donde los contactos tienen lugar principalmente en la
yema de los dedos y normalmente ofrecen máxima manipulabilidad.
Figura 2.9: Taxonomía de los agarres humanos [CW86]
En [CW86] se extiende esta clasicación a los agarres propios de un entorno de fabricación
y se examina la forma en que la tarea y la geometría del objeto afectan a la elección del
agarre más adecuado. Esta clasicación en árbol se puede ver en la gura 2.9. De izquierda
a derecha en el árbol, los agarres son menos potentes y más diestros, y los objetos agarrados
más pequeños. Los agarres envolventes son los más potentes, aunque menos hábiles y, por
2.6. Agarres de piezas 33
lo tanto, necesitan que las manipulaciones deban realizarse con la muñeca. Por el contrario,
los agarres de precisión son mucho más delicados. De arriba a abajo, las opciones van desde
agarres orientados a tareas a agarres orientados a objetos. Co mo con cualquier clasicación
jerárquica, hay algunas excepciones a estas reglas.
En [Ibe87] y [Ibe97] se propone una taxonomía basada en el concepto de dedos virtuales,
que tiene en cuenta las restricciones impuestas por la tarea. Un dedo virtual VF es un dedo
abstracto que representa el mismo efecto mecánico que algunos de los dedos reales. Para
seleccionar un agarre se identican las características de la tarea especíca, y, posteriormente,
se particulariza el agarre teniendo en cuenta el objeto a manipular. Por lo tanto, el agarre
se dene en términos de los dedos virtuales, y más tarde se hace corresponder con los dedos
físicos. Según Iberall, existen tres formas básicas de colocar los dedos para aplicar fuerzas
opuestas sobre un objeto con la nalidad de ejecutar una determinada tarea (Figura 2.10):
1. Oposición de yemas, entre la yema del pulgar (VF1) y de los dedos (VF2). Este agarre
proporciona una gran exibilidad para un ajuste no de los movimientos, pero poca
estabilidad.
2. Oposición de palma, entre la palma (VF1) y los dedos (VF2). Se sacrica la exibilidad
en favor de la estabilidad.
3. Oposición lateral se produce tanto entre la yema del pulgar (VF1) y el lateral del dedo
índice (VF2) como entre los lados de los dedos. Este agarre representa un compromiso
entre los dos previos.
(a) (b) (c)
Figura 2.10: Tipos de oposiciones básicas en los agarres humanos de Iberall: (a) Oposición de
puntas. (b) Oposición de palma. (c) Oposición lateral.
En [Lyo85] se clasican los agarres teniendo en cuenta que la mano humana, en el proceso
de acercamiento al objeto, preforma la posición de los dedos para agarrarlo adecuadamente.
Mientras que el acercamiento se reere a la posición del objeto, el agarre se reere a las
características de los objetos y a la tarea a realizar posteriormente con ellos. Por lo tanto,
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se asocia con cada agarre una conguración de preforma de los dedos para ese agarre y se
restringen los grados de libertad de la mano una vez que el objeto ha sido agarrado. Lyons
clasica los agarres en tres categorías principales, según la precisión y la estabilidad (Figura
2.11).
1. Agarre envolvente. La mano envuelve al objeto. Se trata de un agarre rme sin capa-
cidad de manipulación.
2. Agarre lateral. Las supercies planas de los dedos se utilizan para agarrar el objeto.
Proporciona cierta capacidad de manipulación y cierta estabilidad.
3. Agarre de precisión. El objeto se coloca entre los dedos. Se permite el movimiento
arbitrario, pero proporciona poca estabilidad.
Cada uno de estos agarres se particulariza para adaptarse al tamaño y la forma del objeto.
(a) (b) (c)
Figura 2.11: Agarres de Lyons: (a) Agarre envolvente. (b) Agarre lateral. (c) Agarre de precisión.
El paradigma de las preformas ha sido reconocido como una forma práctica de reducir
la complejidad del problema de la síntesis de agarres en efectores nales con muchos grados
de libertad. Por ejemplo, la mano de Salisbury y la de Utah/MIT tienen 15 y 22 grados de
libertad, respectivamente. Una preforma de la mano es la postura que los dedos adoptan
cuando la muñeca se acerca al objeto. El agarre se ejecuta colocando la muñeca en una
posición que envuelva el objeto, y luego exione los dedos (por ejemplo cerrándolos) hasta
que contacten con el objeto.
A partir de una clasicación sencilla de tipos de agarres, Stanseld [Sta91] construye
un sistema basado en reglas que, tomando como entrada una descripción simplicada de
un objeto obtenida desde un subsistema de visión, proporciona un conjunto de posibles
preformas de la mano de Salisbury y direcciones alcanzables para la etapa de pre-contacto.
Sin embargo, tiene limitaciones en cuanto a que: sólo se examinan cinco posibles direcciones
de aproximación, no obtiene el mejor agarre del conjunto de posibles agarres, y para cada
agarre elegido los dedos se cierran sin tratar de optimizar la estabilidad del agarre.
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Wren and Fisher [WF95] son los primeros en proponer el uso de prototipos predenidos
de agarres (preformas de la mano) para disminuir los grados de libertad internos de la mano.
Además de decidir qué preforma utilizar, también consideran las trayectorias de los dedos
cuando se exionan desde la preforma hasta el agarre. Así, denen la estrategia de agarre
que asocia las trayectorias de los dedos con la preforma.
Pollard [Pol96] desarrolló un algoritmo que, basándose en una preforma que se calcula
fuera de línea, determina las regiones independientes que permiten agarres con un determi-
nado porcentaje de calidad respecto a la preforma. Sin embargo, la selección de la preforma
sigue siendo un paso crítico en este algoritmo, haciendo que no resulte adecuado para objetos
que dieren sustancialmente de los objetos contenidos en una base de datos.
En [MKCA03] se planican agarres estables de un objeto integrados en su aplicación
de simulación de agarres GraspIp [MA00]. Este planicador consta de dos etapas. En la
primera, se genera un conjunto inicial de los lugares de agarre, basándose en un modelo
simplicado del objeto y una serie de preformas que dependen de la mano y de la tarea a
realizar. La segunda es un test para evaluar la viabilidad y la calidad de estos agarres.
En [LFP07] presenta un algoritmo de síntesis automática de agarres basándose en una
base de datos de posturas de agarres de las manos humanas. Cada vez que se añade un agarre
a la base de datos, se seleccionan los puntos de contacto signicativos que representan las
zonas en la supercie de las manos que se utilizan normalmente en un agarre. Dada una
descripción geométrica tridimensional del objeto a agarrar, se buscan en la base de datos
las posturas de la mano que más se aproximan al objeto (presentan mayor coincidencia
en su forma - algoritmos del vecino más cercano). Para seleccionar el mejor agarre del
conjunto preseleccionado se le aplica un test de calidad especíco para la mano que compara
la habilidad de la mano para aplicar fuerzas en el objeto con las fuerzas necesarias para
realizar la tarea. Para discriminar mejor los agarres, permiten seleccionar zonas de agarres
preferidas aplicando una función de peso a estas zonas.
En [BS08] utilizan el mismo algoritmo de [LFP07] para determinar las preformas en un
sistema donde además se tiene en cuenta el entorno en el que se sitúa el objeto y si el agarre
está libre de colisiones. Sin embargo, para objetos más complejos, la determinación de las
preformas para agarrar ese objeto se realiza manualmente.
El desarrollo de métodos para determinar las preformas es un tema de interés para los






Una de las formas primarias que un robot tiene de interaccionar con los objetos de su
entorno es agarrándolos, tanto si el robot es teleoperado como si dispone de un cierto grado
de autonomía. Este trabajo de tesis tiene como nalidad automatizar los procesos de agarre
para entornos no estructurados.
Tal y como se ha analizado en el capítulo de introducción existen muchos trabajos de
investigación centrados en el agarre de objetos por medio de pinzas y manos robóticas. Así, se
ha avanzado signicativamente en el análisis de los agarres para comprobar si cumplen ciertas
condiciones respecto a resistir perturbaciones externas, como force closure y form closure
[Bic95]; en la propuesta de [SCR06] se denen diferentes índices de calidad para seleccionar
el mejor agarre; y en el desarrollo de algoritmos de síntesis de agarres que permiten calcular
conguraciones de agarre que cumplan ciertas medidas de calidad. El objetivo de estos
algoritmos es calcular los puntos donde los dedos de la pinza contactan con la supercie del
objeto para conseguir un agarre óptimo según los criterios de calidad establecidos. Tienen
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en cuenta características geométricas de los puntos de contacto, coecientes de rozamiento
entre los dedos y el objeto, las fuerzas aplicadas por los dedos, etc.
Otros trabajos plantean el cálculo de los puntos de contacto desde una perspectiva más
cercana a una aplicación real, de modo que no se busca calcular una conguración óptima
de agarre, sino una conguración adecuada a la tarea a realizar. En [CW86] se presenta una
taxomonía de agarres para las manos humanas según los agarres estén orientados a tareas o
estén orientados a los objetos. Así, dado un objeto prismático a agarrar, como por ejemplo
un bolígrafo, la conguración de la mano y las zonas por donde se agarre el objeto vendrán
determinadas por lo que se desee hacer con él: cogerlo para escribir o para lanzarlo.
Este será el planteamiento subyacente en este trabajo de tesis: para una pinza con una
determinada estructura cinemática, calcular los puntos de contacto del efector de acuerdo
con la tarea a realizar y con el objeto a agarrar. Concretamente, vamos a proponer un
método formal que nos permita calcular la conguración de agarre del efector.
En el método propuesto se denirán dos funciones de entrada:
una función para representar al robot con el efector nal, donde las zonas de agarre
se primarán en función de la tarea a realizar. De esta forma, se distinguirán, si así se
desea, determinadas partes de la pinza, como la palma o los dedos, que en cada caso
se buscan que contacten con el objeto.
una función que dena al entorno, donde se distingue entre los obstáculos y el obje-
to a agarrar. También se podrán primar aquellas zonas de la frontera por donde se
desea agarrarlo, siguiendo determinados criterios de calidad o en función de la tarea
a realizar. Los puntos de contacto se encuentran en la frontera del objeto, y no en su
interior.
La salida será un agarre viable en el sentido de que la mano puede adoptar la conguración
de agarre calculada. También, dicho método facilitará encontrar un camino libre de colisio-
nes desde la conguración actual a la conguración de agarre. De esta forma, los agarres
obtenidos dispondrán de una de las principales características que se suelen imponer a un
agarre para determinar su calidad como es la alcanzabilidad.
El método permite adaptar las funciones de entrada a la tarea especíca a desarrollar.
Se trata de un método genérico en el sentido de que no está restringido a un determinado
efector nal. Para un pinza concreta, habrá que particularizar la función que representa al
robot según su estructura cinemática. También se pueden considerar manos, si se plantea,
por ejemplo, el concepto de dedos virtuales. Además dicho método es independiente de la
geometría del robot y del objeto.
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En el siguiente apartado exponemos el formalismo que permite calcular el conjunto de
conguraciones de grasp GM para un determinado objeto Mj , que es independiente de la
geometría del robot y del objeto. En esas conguraciones existirá un contacto entre alguna
de las partes de agarre del robot A y alguna de las zonas del objeto Mj . En los siguientes
apartados aplicaremos el formalismo propuesto a diversos casos de estudio.
3.2. Formalismo propuesto
Se considera un robot A que realiza tareas en un espacio de trabajo W = RN , con
N = 2 ó 3, donde existen objetos que el robot puede agarrar. El robot A consta de una base
y de un efector nal diseñado para realizar el agarre de objetos. En A se ja un sistema de
referencia cartesiano FA con respecto al sistema de referencia jo FW en W . El espacio de
las conguraciones de A es C.
Sea A(q) el subconjunto de W que representa al robot en la conguración q; y FA(q)
el subconjunto de W ocupado por la frontera de las partes del efector nal diseñadas para
contactar con un objeto movible. Estas partes del efector nal se seleccionarán en función
de la tarea que el robot vaya a llevar a cabo. Se dene la función que representa al robot
A : C ×W → R como
A(q, x) =

1 si x ∈ A(q)
VA si x ∈ FA(q)
0 si x 6∈ A(q)
(3.1)
donde VA (con VA > 1) es el valor asignado para primar las zonas de la pinza en función
del tipo de agarre (prensil, no-prensil, de precisión, etc.), según determinadas taxonomías
de agarre.
En el espacio de trabajo W existen obstáculos jos y otros que el robot puede coger y
mover (manipular). A los subconjuntos de W que describen este entorno se les denomina,
respectivamente,B para los obstáculos yM para los objetos movibles. La frontera exterior




donde BC y MC denotan, respectivamente, a los conjuntos complementarios de B y M (i.e.
las zonas del espacio libre que rodean a los obstáculos y a los objetos). En el caso de los
objetos movibles los puntos de contacto donde se realizará el agarre se encontrarán sobre
∂eM.
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Se dene la función que representa al entorno E : W → R como
E(x) =
 1 si x ∈ (B ∪M)0 si x 6∈ (B ∪M) (3.3)
Así mismo, para tener en cuenta la frontera de los objetos, se dene el entorno aumentado
AE : W → R como:
AE(x) =

1 si x ∈ (B ∪ ∂eB)
VM si x ∈ (M ∪ ∂eM)
VFM si x ∈ FM
0 si x 6∈ (B ∪ ∂eB ∪M ∪ ∂eM)
(3.4)
donde FM es el subconjunto de W ocupado por las zonas de la frontera exterior ∂eM por
las que se desea agarrar el objeto. A los objetos movibles se les asigna un valor VM para
diferenciarlos de los obstáculos.
A continuación se proyectan estos conjuntos en el espacio de las conguraciones C. Así,
primero, se dene la función CE : C → R que representa el interior de los objetos (jos y
movibles) en el C-espacio como:
CE(q) =
∫
A(q, x)E(x)dx ∀q ∈ C (3.5)
De igual forma, se dene la función ACE : C → R que representa los objetos (jos y
movibles) con su frontera exterior (zona donde se generará el agarre):
ACE(q) =
∫
A(q, x)AE(x)dx ∀q ∈ C (3.6)
Se puede denir la frontera de agarre ∂gCE como el conjunto:
∂gCE = {q ∈ C, , (CE(q) = 0) ∧ (ACE(q) > 0)} (3.7)
Este conjunto contendrá, como demostraremos, el conjunto de conguraciones objetivo
de la síntesis de agarres.
Teorema 3.1
Una conguración de un robot será de agarre si pertenece al conjunto ∂gCE (frontera de
agarre).
Demostración:
La demostración se realizará por reducción al absurdo al suponer que existe una conguración
q′ ∈ CE, , q′ /∈ ∂gCE que si se puede considerar como una conguración de agarre, pero
perteneciente al espacio libre. Como se considera que en una conguración de agarre existe
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contacto y se entiende como tal que la intersección entre la frontera externa del robot y el
obstáculo es no nula, esto es:
∂eA(q′) ∩ (B ∪M) 6= ∅ (3.8)
Es decir, existe al menos un punto del contorno exterior del robot que intersecta (toca)
con los obstáculos (jos o movibles). Sea x′ ∈ W dicho punto en el espacio de trabajo que
cumple:
x′ ∈ ∂eA(q′)
x′ ∈ (B ∪M)
(3.9)
Para ello se considera el conjunto ∂e(B∪M)x′ siendo (B∪M)x′ el conjunto constituido por
una bola puntual alrededor de x′. Además como
x′ ∈ ∂eA(q′) ≡ x′ ∈ ∂AC (3.10)
Debe existir un punto y ∈ A(q′) que es vecino1 de x′. Por esta razón
A(q′, y) 6= 0 (3.11)
Ahora bien como x′ ∈ B ∪M su vecino y cumplirá
AE(y) 6= 0 (3.12)
Por tanto, ese verica que
(A(q′, y) 6= 0) ∧ (AE(y) 6= 0)⇒ ACE(q′) 6= 0 (3.13)
Pero si se considera que q′ es una conguración libre:
CE(q′) = 0 (3.14)
y por la denición q′ ∈ ∂gCE
q′ ∈ ∂gCE (3.15)
que está en contradicción con lo establecido, por lo que queda demostrado el teorema. 
En todo caso la resolución del problema de síntesis se concreta en la selección de una con-
guración del conjunto ∂gCE que determine el mejor agarre. Para ello se debe considerar el
siguiente corolario.
Corolario 3.1
La conguración de agarre será la que verique que
GMj =
{





1Se dice que un punto es vecino de otro si pertenece a una bola centrada en x′ de radio mínimo. En
entornos discretos esta relación estará relacionada con el nivel de discretización con el que se trabaje.
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Es evidente que la denición de la función entorno aumentado AE, así como la denición de
la función característica del robot A(q, x) tendrán un papel fundamental en la determinación
del máximo. Así, VM es el valor asignado a las posiciones ocupadas por los objetos movibles,
que servirá para distinguirlos del resto de los objetos (obstáculos); VFM es el valor asignado
a las zonas preferidas de agarre del objeto movible en función de criterios normalmente
asociados a la tarea; y VA es el valor asignado a las zonas de la pinza con las que se desea
coger el objeto, que estarán determinadas tanto por el diseño del efector nal como por la
tarea.
3.3. Robot rígido con zonas de agarre
En esta sección vamos a aplicar el formalismo propuesto para calcular el conjunto de
conguraciones de grasp a un robot A que se desplaza y cambia su orientación en un espacio
de trabajo W ⊂ R2, donde existen objetos movibles M y obstáculos B.
Sea A un objeto rígido que dispone de cavidades de cualquier geometría para agarrar
objetos. La cavidad modela la forma más simple de una pinza, sin considerar el grado de
libertad asociado a su apertura. El robot A puede agarrar un objeto movibleMj cuando una
cavidad encaje con alguna zona de Mj . En la gura 3.1 puede observarse un ejemplo de este
escenario que coincide con el planteado en [Lat91b]. Los objetos movibles Mj aparecen en
verde mientras los obstáculos Bi están coloreados en azul. En el robot A se ha coloreado en
rojo la frontera de la zona interior de la cavidad, con la que se desea contactar con los objetos
movibles. Aunque en la gura aparece una determinada representación geométrica de todos
los objetos (A, Bi,Mj) la geometría del robot y la de los objetos puede ser cualquiera.
Figura 3.1: Robot rígido A y entorno con objetos movibles Mj y obstáculos Bk.
EnW se dene un sistema de referencia cartesiano FW jo, y además se dene un sistema
de referencia FA que se mueve con el robot (gura 3.2). Una conguración q de A vendrá
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especicada por la posición (xr, yr) y la orientación (θr) de FA con respecto de FW . En este
caso una conguración viene parametrizada por (xr, yr, θr), con C ⊂ R2 × [−π, π). Como
parametrización de W se utilizan las coordenadas cartesianas (x, y).
Figura 3.2: Elección de los sistemas de referencia.
La función que representa al entorno E : W → R estaría dada por
E(x, y) =
 1 si (x, y) ∈ (B ∪M)0 si (x, y) 6∈ (B ∪M) (3.17)
y la del entorno aumentado AE : W → R por
AE(x, y) =

1 si (x, y) ∈ (B ∪ ∂eB)
VM si (x, y) ∈ (M ∪ ∂eM)
VFM si (x, y) ∈ FM
0 si (x, y) 6∈ (B ∪ ∂eB ∪M ∪ ∂eM)
(3.18)
donde FM es el subconjunto de los puntos de W ocupado por los puntos de la frontera
exterior del objeto movible por donde se ha elegido agarrar el objeto en función de la tarea;
VM es el valor asignado a los objetos movibles y a su frontera exterior ∂eM, excepto a los
puntos de la frontera exterior por donde se ha elegido agarrar el objeto que se les asigna un
valor VFM .
En cuanto a la función que representa al robot A : C ×W → R estaría dada por
A(xr, yr, θr, x, y) =

1 si (x, y) ∈ A(xr,yr,θr)
VA si (x, y) ∈ FA(xr,yr,θr)
0 si (x, y) 6∈ A(xr,yr,θr)
(3.19)
donde A(xr,yr,θr) es el subconjunto de los puntos deW que representa al robot en la posición
(xr, yr) con orientación θr, y FA(xr,yr,θr) es el subconjunto de los puntos pertenecientes a
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la frontera de la pinza del robot que se desean contacten con el objeto movible, y VA es
el valor asignado para primar dichos puntos (en la Figura 3.1 aparece resaltada dicha zona
en rojo). Normalmente se elige dicho valor teniendo en cuenta que VA es k • longitud(∂A)
siendo k > 1.
Así, la función CE : C → R estaría denida como
CE(xr, yr, θr) =
∫
A(xr, yr, θr, x, y)E(x, y)dxdy
∀(xr, yr, θr) ∈ C (x, y) ∈W (3.20)
Para simplicar el cálculo de esta integral, denimos unos nuevos sistemas de referencia,
de tal forma que trasladamos el origen OA a OW . En este nuevo C-espacio existe un conjunto
de conguraciones del robot dado por q = (0, 0, θr). Sobre este nuevo sistema de referencia
se cumple que
A(xr, yr, θr, x, y) = A(0, 0, θr, x− xr, y − yr) (3.21)
Por claridad, utilizamos la siguiente notación
A(0,0,θr)(x− xr, y − yr) = A(0, 0, θr, x− xr, y − yr) (3.22)
Con ello obtenemos
CE(xr, yr, θr) =
∫
A(0,0,θr)(x− xr, y − yr)E(x, y)dxdy
∀(xr, yr) ∈ C (x, y) ∈W (3.23)
Si consideramos la siguiente notación
A(0,0,θr)(xr − x, yr − y) = A(0,0,θr)(x− xr, y − yr) (3.24)
entonces se puede calcular la función CE como el producto de convolución de dos funciones
denidas en R2 sobre las dos variables
CE(xr, yr, θr) = A(0,0,θr) ∗ E(xr, yr) (3.25)
Con el teorema de convolución se llega a
F [CE(xr, yr, θr)] = F [A(0,0,θr)]F [E(xr, yr)] (3.26)
En la ecuación 3.26 se observa que la transformada de Fourier de CE es el producto de las
transformadas, en dos dimensiones, de dos funciones denidas en R2:
A(0,0,θr) que representa al robot en la posición (0, 0) para cada una de sus orientaciones
posibles θr
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la función E que dene el entorno con los objetos jos y los movibles.
La representación de CE vendría dada por las proyecciones del entorno E en C para cada
una de las orientaciones del robot.
Se procede de igual forma para la función ACE : C → R que estaría denida como
ACE(xr, yr, θr) =
∫
A(xr, yr, θr, x, y)AE(x, y)dxdy
∀(xr, yr, θr) ∈ C (x, y) ∈W (3.27)
Para simplicar el cálculo de esta integral, denimos unos nuevos sistemas de referencia, de
tal forma que trasladamos el origen OA a OW . En este nuevo C-espacio existe un conjunto
de conguración del robot dado por q = (0, 0, θr). Sobre este nuevo sistema de referencia se
cumple que
A(xr, yr, θr, x, y) = A(0, 0, θr, x− xr, y − yr) (3.28)
y utilizando la misma notación previa se obtiene
ACE(xr, yr, θr, ) =
∫
A(0,0,θr)(x− xr, y − yr)AE(x, y)dxdy
∀(xr, yr) ∈ C (x, y) ∈W (3.29)
Con las mismas consideraciones previas se puede calcular la función ACE como el producto
de convolución de dos funciones denidas en R2 sobre las dos variables
ACE(xr, yr, θr) = A(0,0,θr) ∗AE(xr, yr) (3.30)
Con el teorema de convolución se llega a
F [ACE(xr, yr, θr)] = F [A(0,0,θr)]F [AE(xr, yr)] (3.31)
Para cada una de las posibles orientaciones θr, tendríamos un determinado ACE que se
calcula como la transformada inversa de la ecuación 3.31.
La frontera de agarre ∂gCE estaría formada por el conjunto de conguraciones:
∂gCE = {q ∈ C, , (CE(q) = 0) ∧ (ACE(q) > 0)} (3.32)
Si se establece como criterio de selección de la conguración óptima de agarre que el objeto
contacte con la máxima zona de la cavidad del robot, entonces el conjunto de conguraciones
de agarre vendría determinado por aquellas conguraciones en la frontera de agarre que
alcancen un máximo, considerando cada una de las orientaciones posibles del robot.





Con el n de garantizar que en las conguraciones qgrasp se alcanza un máximo, se ha
elegido:
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VA = k1 • longitud(∂A) siendo k1 > 1, lo que supone en este caso que producirá la
mayor longitud de contacto entre la zona de agarre de A y Mj .
VM (x, y) = 2, lo que supone que el objeto movible se proyectará en un ACE con
mayores valores que otro que represente a un objeto jo con la misma geometría.
VFM (x, y) = k2 • longitud(∂eM) siendo k2 > 1, para conseguir que se tenga mayor
valor en las zonas de agarre del objeto, o VFM (x, y) = 2 cuando no se especica una
determinada zona de agarre, que es el caso del ejemplo que aparece en la gura 3.1.
Con las expresiones previas se puede obtener el conjunto GMj independientemente de:
la geometría concreta del robot (forma y dimensiones) y zonas de agarre (número,
posición y geometría)
la geometría exacta del objeto y de su posición en el espacio de trabajo.
3.4. Robot rígido con pinza de dos dedos paralelos
Se considera un robot A que se traslada sin cambiar de orientación sobre un plano
(W ⊂ R2) con un pinza H con dos dedos [D1, D2] paralelos que pueden trasladarse simul-
táneamente en sentidos opuestos en la dirección que une sus centros.
En W se sitúa un sistema de referencia FW jo. En la pinza H se sitúa un sistema
de referencia FH , que se mueve con el robot, cuyo origen OH se encuentra en un punto
equidistante entre [D1, D2] y el eje x paralelo a los dedos.
Una conguración q vendrá parametrizada por (xr, yr, dh) ∈ R2×[0, dmax], donde (xr, yr)
son las coordenadas de OH respecto de FW y dh es el grado de libertad asociado al despla-
zamiento de los dedos, siendo dmax la apertura máxima de la pinza.
Se considera que el robot puede coger objetos con determinadas zonas de la parte interna
de los dedos (Figura 3.3), que denominamos nger-tips. Denimos el subconjunto de W que
representa los nger-tips en la conguración (xr, yr, dh) como
FH(xr,yr,dh) = {f1(xr, yr, dh) ∈ D1, f2(xr, yr, dh) ∈ D2} (3.34)
Por tanto, la función que representa al robot con la pinza AH : C ×W → R estaría dada
por
AH(xr, yr, dh, x, y) =

1 si (x, y) ∈ A(xr,yr,dh)
VH si (x, y) ∈ FH(xr,yr,dh)
0 si (x, y) 6∈ A(xr,yr,dh)
(3.35)
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donde A(xr,yr,dh) el subconjunto de puntos deW que representa al robot en la conguración
(xr, yr, dh). VH es el valor asignado a los nger-tips teniendo en cuenta que VH es k •
longitud(∂(FH)) siendo k > 1.
Figura 3.3: Robot rígido con pinzas paralelas.
Considerando la función 3.17 para denir el entorno, la función CE : C → R estaría
denida como
CE(xr, yr, dh) =
∫
AH(xr, yr, dh, x, y)E(x, y)dxdy
∀(xr, yr, dh) ∈ C (x, y) ∈W (3.36)
Al trasladar el origen OH a OW y denir nuevo sistema de referencia se cumple que
AH(xr, yr, dh, x, y) = AH(0, 0, dh, x− xr, y − yr) (3.37)
y utilizando la siguiente notación
AH(0,0,dh)(x− xr, y − yr) = AH(0, 0, dh, x− xr, y − yr) (3.38)
se obtiene
CE(xr, yr, dh) =
∫
AH(0,0,dh)(x− xr, y − yr)E(x, y)dxdy
∀(xr, yr, dh) ∈ C (x, y) ∈W (3.39)
Si consideramos la siguiente expresión
AH(0,0,dh)(xr − x, yr − y) = AH(0,0,dh)(x− xr, y − yr) (3.40)
entonces, para cada valor de dh, se puede calcular la función CE como el producto de
convolución de dos funciones denidas en R2 sobre las dos variables
CE(xr, yr, dh) = (AH(0,0,dh) ∗ E)(xr, yr) (3.41)
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Con el teorema de convolución se llega a
F [CE(xr, yr, dh)] = F [AH(0,0,dh)]F [E(xr, yr)] (3.42)
Para cada apertura de la pinza dh, se obtiene la función CE como la transformada inversa
en dos dimensiones de la ecuación previa.
De igual forma, considerando la denición 3.18 para la función AE, se llega a que la
función ACE : C → R estaría denida como
ACE(xr, yr, dh) =
∫
AH(xr, yr, dh, x, y)AE(x, y)dxdy
∀(xr, yr, dh) ∈ C (x, y) ∈W (3.43)
Realizando los mismos pasos que para calcular CE podemos calcular ACE como
ACE(xr, yr, dh) =
∫
AH(0,0,dh)(xr − x, yr − y)AE(x, y)dxdy
∀(xr, yr, dh) ∈ C (x, y) ∈W (3.44)
Con ello obtenemos
ACE(xr, yr, dh) = (AH(0,0,dh) ∗AE)(xr, yr) (3.45)
Con el teorema de convolución se llega a
F [ACE(xr, yr, dh)] = F [AH(0,0,dh)]F [AE(xr, yr)] (3.46)
La representación de ACE vendría dada por las proyecciones del entorno AE en C para
cada posible apertura de la pinza.
La frontera de agarre ∂gCE estaría formada por el conjunto:
∂gCE = {q ∈ C, , (CE(q) = 0) ∧ (ACE(q) > 0)} (3.47)
y el conjunto de conguraciones de agarre vendría determinado por aquellas conguraciones
en la frontera de agarres que alcanzan un máximo (considerando como criterio de selección
la máxima longitud de contacto entre ambos), para cada una de las posibles aperturas de la
pinza.





Con el n de garantizar que en las conguraciones qgrasp se alcanza un máximo, se ha
elegido:
VA = k1 • longitud(∂A) siendo k1 > 1, lo que supone en este caso que producirá la
mayor longitud de contacto entre la zona de agarre de A y Mj
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VM (x, y) = 2, lo que supone que el objeto movible se proyectará en un ACE con
mayores valores que otro que represente a un objeto jo con la misma geometría.
VFM (x, y) = k2 • longitud(∂eM) siendo k2 > 1, para conseguir que se tenga mayor
valor en las zonas de agarre del objeto, o VFM (x, y) = 2 cuando no se especica una
determinada zona de agarre.
3.5. Robot con pinza de dos dedos paralelos que se des-
plaza y gira
Se considera un robot A que se traslada y gira sobre un plano (W ⊂ R2) con un pinza
H con dos dedos [D1, D2] paralelos que pueden trasladarse simultáneamente en sentidos
opuestos en la dirección que une sus centros.
En W se sitúa un sistema de referencia FW jo. En la pinza H se sitúa un sistema de
referencia FH , que se mueve con el robot, cuyo origen OH en un punto equidistante entre
[D1, D2] y el eje x paralelo a los dedos.
Una conguración q vendrá parametrizada por (xr, yr, θr, dh) ∈ C ⊂ R2 × [−π, π) ×
[0, dmax], donde (xr, yr) representa la posición y θr la orientacion de FH respecto de FW y
dh es el grado de libertad asociado al desplazamiento de los dedos, siendo dmax la apertura
máxima de la pinza.
Primamos la parte interna de los dedos para que el robot coja el objeto, marcadas en
color rojo en la Figura 3.4 (nger-tips). Denimos el subconjunto de W que representa los
nger-tips en la conguración (xr, yr, θr, dh) como
FH(xr,yr,θr,dh) = {f1(xr, yr, θr, dh) ∈ D1, f2(xr, yr, θr, dh) ∈ D2} (3.49)
La función característica del robot con la pinza AH : C ×W → R estaría dada por
AH(xr, yr, θr, dh, x, y) =

1 si (x, y) ∈ A(xr,yr,θr,dh)
VH si (x, y) ∈ FH(xr,yr,θr,dh)
0 si (x, y) 6∈ A(xr,yr,θr,dh)
(3.50)
donde A(xr,yr,θr,dh) el subconjunto de puntos de W que representa al robot en la congu-
ración (xr, yr, θr, dh). VH es el valor asignado a los nger-tips teniendo en cuenta que VH es
k • longitud(∂(FH)) siendo k > 1.
La función CE : C → R estaría denida como
CE(xr, yr, θr, dh) =
∫
AH(xr, yr, θr, dh, x, y)E(x, y)dxdy
∀(xr, yr, θr, dh) ∈ C (x, y) ∈W (3.51)
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Figura 3.4: Robot rígido con pinzas paralelas que se desplaza y gira libremente.
y procediendo de forma similar que en el apartado 3.4 se llega a
F [CE(xr, yr, θr, dh)] = F [AH(0,0,θr,dh)]F [E(xr, yr)] (3.52)
Para cada una de las orientaciones del robot y para cada una de las aperturas de la pinza,
se obtendría un CE como la transformada inversa de la ecuación previa.
De igual forma la función ACE : C → R estaría denida como
ACE(xr, yr, θr, dh) =
∫
AH(0,0,θr,dh)(xr − x, yr − y)AE(x, y)dxdy
∀(xr, yr, θr, dh) ∈ C (x, y) ∈W (3.53)
Entonces se puede calcular la función ACE como el producto de convolución de dos funciones
denidas en R2 sobre las dos variables para cada valor de θr y de dh
ACE(xr, yr, θr, dh) = (AH(0,0,θr,dh) ∗AE)(xr, yr) (3.54)
Con el teorema de convolución se llega a
F [ACE(xr, yr, θr, dh)] = F [AH(0,0,θr,dh)]F [AE(xr, yr)] (3.55)
La representación de ACE vendría dada por las proyecciones del entorno AE en C para
cada una de las orientaciones y para cada una de las aperturas de la pinza del robot.
La frontera de agarre ∂gCE estaría formada por el conjunto:
∂gCE = {q ∈ C, , (CE(q) = 0) ∧ (ACE(q) > 0)} (3.56)
y el conjunto de conguraciones de agarre vendría determinado por aquellas conguraciones
en la frontera de agarres que alcanzan un máximo, considerando todas las orientaciones y
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cada una de las posibles aperturas de la pinza.







Al igual que en los casos anteriores y con el n de garantizar que en las conguraciones
qgrasp se alcanza un máximo, se ha elegido:
VA = k1 • longitud(∂A) siendo k1 > 1, lo que supone en este caso que producirá la
mayor longitud de contacto entre la zona de agarre de A y Mj
VM (x, y) = 2, lo que supone que el objeto movible se proyectará en un ACE con
mayores valores que otro que represente a un objeto jo con la misma geometría.
VFM (x, y) = k2 • longitud(∂eM) siendo k2 > 1, para conseguir que se tenga mayor
valor en las zonas de agarre del objeto, o VFM (x, y) = 2 cuando no se especica una
determinada zona de agarre.
3.6. Aportaciones
En este capítulo hemos propuesto un método formal para la síntesis de agarres. Con
respecto a un planicador de manipulaciones podemos armar que la potencia de nuestro
método reside principalmente en que permite calcular diversas entradas al planicador:
El conjunto de conguraciones de agarre para los objetos movibles, donde el plani-
cador elegirá la más conveniente. En la determinación de los agarres óptimos se puede
incorporar información procedente de otros métodos, bien de análisis de agarres o de
métricas de agarres, relacionada con la tarea a realizar, marcando las zonas preferidas
de agarre en pinza y/o en objeto.
La proyección del entorno en el espacio de las conguraciones del robot, que servi-
ría para calcular los caminos de tránsito a la conguración de agarre seleccionada,
disponiendo de las conguraciones que producen colisión con los obstáculos. Esta in-
formación estaría disponible con el cálculo de la función CE(q) con la expresión 3.5.
La proyección del entorno, excluido el objeto agarrado, en el espacio de las congu-
raciones del objeto compuesto por el robot y el objeto agarrado, que serviría para
calcular los caminos de transferencia a la conguración donde se desea dejar el objeto.
Esta información estaría disponible con el cálculo de la función CE(q) con la expresión
3.5. Para ello se utilizará la denición de la función A en la expresión 3.1, considerando
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en A(q) el objeto compuesto por el robot y el objeto agarrado y VA = 1; en la de-
nición de las funciones entorno E en la expresión 3.3 y entorno aumentado AE en la
expresión 3.4, se tendrán en cuenta únicamente los obstáculos y no el objeto movible
con VM = 0 y VFM = 0.
4
Propuesta de algoritmos de agarre, criterios de
calidad y accesibilidad
En este capítulo se describirán los algoritmos desarrollados que permiten validar el for-
malismo propuesto para obtener el conjunto de conguraciones de agarre. Para ello se partirá
de escenarios sencillos que permitan aplicar el método propuesto, para una pinza con dos
dedos que agarra una pieza. Se mostrará cómo los algoritmos son independientes de la for-
ma de la pieza y de la geometría de la pinza. Además, se propondrá un criterio de calidad
para conseguir inmovilizar la pieza y otro criterio orientado a la tarea. Por último, situamos
nuestra propuesta en un escenario con la presencia de obstáculos y objetos que pueden ser
agarrados por el robot. De esta forma pondremos de maniesto que en los algoritmos se
dispone de una estructura de datos para examinar la accesibilidad a las conguraciones de
agarre calculadas.
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4.1. Discretización de los espacios W y C
Antes de exponer los algoritmos que permitirán evaluar las expresiones propuestas en el
formalismo para obtener el conjunto de conguraciones de agarre se hace necesario discretizar
el espacio de trabajo W y de las conguraciones C. Esto implica que las funciones A, E y
AE estarán denidas sobre estos espacios discretos, y consecuentemente las funciones CE y
ACE.
Sea x un punto de W y q una conguración de C, parametrizados, respectivamente, por
x = (x1, x2, · · · , xn) y q = (q1, q2, · · · , qm). En general, n es 2 ó 3, mientras que m depende
del número de grados de libertad del robot considerado. Sobre el intervalo de denición
de cada una de estas coordenadas se distribuyen de manera uniforme un número nito de
puntos. Por ejemplo, si una de las coordenadas de x o de q es una variable lineal d ∈ [a, b],





y si la coordenada es angular, distribuiríamos M puntos sobre el intervalo θ ∈ [−π, π], por
lo que la componente i-ésima del vector θ sería
θi = −π + i
2π
M
Para simplicar la presentación del método, se supone que todas las coordenadas se
discretizan con el mismo número de puntos. Sin embargo, esta suposición no es cierta, pues
tantoN comoM se deben jar de forma que la representación del entorno del robot (formada
por los obstáculos y los objetos movibles) en ambos espacios, W y C, sea correcta. Así, para
representar un espacio de trabajo de 2 dimensiones se utilizará una matriz de dimensión
N ×N︸ ︷︷ ︸
n=2
o para 3D N ×N ×N︸ ︷︷ ︸
n=3
, mientras que el espacio de las conguraciones se representrá
en otra matriz de dimensión N × · · · ×N︸ ︷︷ ︸
m
, siendo m el número de grados de libertad del
robot.
Se puede utilizar el índice i ∈ D, siendo D = {1, · · · , N}, como variable independiente
para representar cada uno de los N puntos que se han distribuido sobre el intervalo de
denición de cada coordenada de x ∈W o q ∈ C.
4.1.1. Discretización de las funciones A, E y AE
Al discretizar el dominio de la función que representa al robot A, se obtendrá la función
discreta A∗ : D × · · · ×D︸ ︷︷ ︸
m
×D × · · · ×D︸ ︷︷ ︸
n
→ R Mediante una matriz se representará al robot
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en una determinada conguración q en el espacio de trabajo. Un elemento de esta matriz
tomará el valor '1' si la celda está ocupada por el robot; un valor VA > 1 si se corresponde
con la zona de agarre de la pinza; y '0' en caso contrario.
De igual forma, la función del entorno E∗ : D × · · · ×D︸ ︷︷ ︸
n
→ R se denirá en una matriz
que representa a los obstáculos y a los objetos movibles en el espacio de trabajo. Un elemento
de esta matriz E∗ tomará un valor '1' si existe un obstáculo jo o un objeto movible en la
celda que representa dicho elemento; y un valor '0' en caso contrario.
La función discretizada del entorno aumentado AE∗ : D × · · · ×D︸ ︷︷ ︸
n
→ R se denirá en
una matriz que representa a los obstáculos jos y movibles, junto con su frontera exterior,
en el espacio de trabajo. Un elemento de esta matriz AE∗ tomará un valor '1' si existe
un obstáculo jo en la celda que representa dicho elemento y en las celdas de su frontera
exterior (entendiendo por frontera exterior la frontera de la matriz complementaria de AE∗);
un valor VM en las posiciones ocupadas por el objeto movible y en las de su frontera exterior;
un valor VFM en los puntos de la frontera exterior del objeto movible si está ocupada por
una zona por la que se desea agarrar un objeto; y en cualquier otro caso el valor será '0'.
4.1.2. Discretización de las funciones CE y ACE
De la misma forma que para las funciones previas, se denomina CE∗ a la función CE





∗(xi) ∀qj ∈ C, ∀xi ∈W (4.1)
A partir de ella, la región CEf, que es el subconjunto de los puntos del C-espacio discreto
donde se proyecta el entorno B ∪M, se dene como
CEf = {qj ∈ C, , CE
∗(qj) > 0} (4.2)
Por tanto, se cumple que un punto del C-espacio discreto es libre si y sólo si CE∗(qj) = 0.
Si se trabaja con los índices, el C-espacio se puede representar por una matriz m-
dimensional (o porm submatrices (m−1)-dimensionales). Así, la función CE∗ : D × · · · ×D︸ ︷︷ ︸
m
→
R proporciona una matriz que representa a todos los objetos (jos y movibles) en el espacio
de las conguraciones. Un determinado elemento de esta matriz CE∗ tomará un valor no
nulo si el robot en la conguración que esa celda representa, intersecta con algún objeto del
entorno; o un valor '0' si está libre.
Se procede de igual manera con la función ACE, que representa a todos los objetos (jos
y movibles) junto con su frontera exterior en el C-espacio. Se denomina ACE∗ a la función
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∗(xi) ∀qj ∈ C, ∀xi ∈W (4.3)
De la misma forma, la función ACE∗ se representa por una matriz m-dimensional, donde
un elemento tendrá un valor nulo si no existe intersección entre el robot y todos los objetos
del entorno incluidas sus fronteras.
Utilizando las funciones discretizadas previamente, la frontera de agarre ∂gCE estaría
denida por el conjunto:
∂gCE
∗ = {qj ∈ C, , (CE∗(qj) = 0) ∧ (ACE∗(qj) > 0)} (4.4)
4.2. Algoritmo básico: pinza con apertura ja
Para mostrar los algoritmos de cálculo de las conguraciones de agarres partiremos de
ejemplos sencillos e iremos incrementando la dicultad en las secciones sucesivas.
El primer escenario sobre el que vamos a aplicar el formalismo propuesto está formado
por una pinza de dedos paralelos con apertura ja y una pieza que debe coger.
4.2.1. Funciones discretizadas y algoritmo
Consideramos que el robot se desplaza (no gira) en un espacio de trabajo W = [a, b] ×
[c, d] ⊂ R2. En W se dene un sistema de referencia cartesiano FW jo, y elegimos que un
punto x ∈ W esté parametrizado por las coordenadas (x, y). Además, se dene un sistema
de referencia FA que se mueve con el robot (gura 4.1). Una conguración q de A vendrá
especicada por la posición (xr, yr) del origen de FA con respecto de FW , puesto que la
pinza no puede girar.
Sobre las coordenadas lineales, tanto deW como C, se distribuyen N puntos. Cada celda


















Las funciones discretizadas E∗ y AE∗ que representan al entorno y al entorno extendido
estarían representadas por dos matrices de tamaño N × N . El elemento (i, j) de cualquier
matriz correspondería con la celda espacial previa.
Para simplicar el cálculo de las funciones CE y ACE hacemos coincidir el origen de
ambos sistemas de referencia con lo que
A(xr, yr, x, y) = A(0,0)(x− xr, y − yr) (4.6)
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Figura 4.1: Sistemas de referencia para una pinza paralela.
Así la función que dene al robot en una conguración determinada (xr, yr) y en un punto
(x, y) de W coincide con el robot en la conguración (0, 0), y donde se ha realizado una
traslación de coordenadas.
De esta forma la función discretizada que representa a los objetos en el C-espacio discreto
vendría dada por
CE∗(xrk , yrl) =
N−1∑
i,j=0
A∗(0,0)(xi − xrk , yj − yrl)E
∗(xi, yj) (4.7)
donde la celda espacial (xrk , yrl) de C corresponde con el elemento (k, l) de la matriz CE
∗.
La simplicación proviene de considerar que el cálculo se puede realizar como
CE∗(xrk , yrl) = (Ā
∗
(0,0) ∗ E
∗)(xrk , yrl) (4.8)
pues aparece el producto de convolución de la función que describe al robot en la congura-
ción (0, 0) y la que representa a los objetos en W .
Utilizando los índices, la función CE∗ : D ×D → R se expresaría como
CE∗(k, l) = (Ā∗(0,0) ∗ E
∗)(k, l) (4.9)
Luego, si el elemento (k, l) de la matriz donde se representa CE∗ tienen un valor 0 entonces
la celda espacial correspondiente es una celda libre.
Con las mismas consideraciones, el cálculo de la matriz ACE∗ se realizaría mediante
ACE∗(k, l) = (Ā∗(0,0) ∗AE
∗)(k, l) (4.10)
Tanto CE∗ como ACE∗ se encuentran representadas cada una en una matriz de tamaño
N ×N .
Y la frontera de agarre ∂gCE estaría denida por el conjunto:
∂gCE
∗ = {(xrk , yrl) ∈ C, , (CE∗(xrk , yrl) = 0) ∧ (ACE∗(xrk , yrl) > 0)} (4.11)
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Teniendo en cuenta las expresiones previas el algoritmo que proponemos para calcular
las conguraciones de agarre es el algoritmo 4.1.
Algoritmo 4.1: Algoritmo básico de obtención de agarres
Entrada: Matriz del robot (A∗), matriz del entorno (E∗)
Salida: Conguraciones de agarre (Qgrasp)
1 Inicio
2 ∂E∗C ← Obtener la frontera de la matriz complementaria del entorno;
3 AE∗ ← E∗ + ∂E∗C ; /*Obtener el entorno aumentado*/
4 CE∗ ← A∗ ∗ E∗;
5 ACE∗ ← A∗ ∗AE∗;
6 ∂gCE∗ ← Obtener la frontera de agarre ((CE∗ = 0) ∧ (ACE∗ > 0));
7 Qgrasp ← Conguraciones con valor máximo en la frontera de agarre;
Para validar el algoritmo vamos a considerar distintas formas para la pinza, diferentes
modelos de piezas a agarrar y diferentes objetos presentes en su entorno de trabajo. Con
ello se pretende además demostrar que el algoritmo es independiente de la forma de la pinza
y de las características geométricas de los objetos en el entorno de trabajo.
4.2.2. Resultados del algoritmo básico
Inicialmente, suponemos un espacio de trabajo formado únicamente por un objeto (una
tuerca) que el robot debe de coger, y no se considera que otros objetos estén presentes en W
(Figura 4.2). Hemos elegido una discretización de N = 128 para cada una de las coordenadas
de W y C. Inicialmente, en la denición de las funciones del robot (A∗) y del entorno (E∗
y AE∗) hemos elegido VA = 1, VM = 1 y VFM = 1, con el n de analizar posteriormente la
inuencia de estos parámetros.
Figura 4.2: Escenario básico con una pinza de dedos paralelos y un objeto (una tuerca) a manipular.
Así, obtenemos las representaciones de dichas funciones (A∗, E∗ y AE∗) en las guras
4.3(a), 4.3(b) y 4.3(c). Las celdas ocupadas por la pinza, el objeto y el objeto aumentado
se representan, respectivamente, en estas matrices con el valor 1 y las restantes con 0. El
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entorno aumentado estaría formado por las celdas que ocupa el objeto en el espacio de
trabajo y las celdas que forman su frontera exterior. El punto en color rojo de la gura
4.3(a) muestra el punto donde se ha situado OA.
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(a) La pinza A∗
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(b) El entorno E∗
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(c) El entorno aumentado AE∗
Figura 4.3: Discretización de las funciones para el escenario básico con resolución N = 128.
En las líneas 4 y 5 del algoritmo 4.1 se calcula la proyección del entorno y del entorno
aumentado en el C-espacio, mediante el producto de convolución de dos matrices, aunque
se podría haber utilizado el teorema de convolución. El resultado de ambas operaciones son
dos matrices de 128 × 128: una donde se representa CE∗ y otra para ACE∗. En la gura
4.4(a) se observa la proyección del objeto en C, donde en los ejes x e y se representan los
índices de la matriz, y en z el valor de la celda correspondiente al producto de convolución.
La representación de ACE∗ sería similar.
(a) C-Obstáculo


















(b) Frontera de agarre
Figura 4.4: Tuerca proyectada en el C-espacio. En z se muestra el logaritmo de la convolución,
para mayor claridad. q1 es la conguración de agarre.
Las conguraciones de agarre pertenecen a la frontera de agarre, que se calcula en la
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Figura 4.5: Perl de la frontera de agarre.
línea 6 del algoritmo 4.1, según la expresión 4.11. Los valores máximos de esta frontera
representan las zonas de máximo contacto entre la pinza y el objeto a agarrar y, por tanto,
atendiendo a nuestro criterio de calidad de agarre, es en esta zona donde se produce el mejor
agarre. En la gura 4.4(b) se muestra la frontera de agarre que, para mayor claridad, se ha
representado en 2 dimensiones. Existe una conguración, la correspondiente a los índices
(44, 61), que tiene el valor máximo (de 33, en color marrón). Dicha conguración será la
conguración de agarre.
Para observar mejor los valores de la frontera se ha obtenido el perl de la frontera de
agarre (gura 4.5). Se etiquetan los puntos de la gura utilizando la notación qn = (i, j, θ, ∂g)
asociada al valor de los índices y al valor del producto de convolución. Así, el valor máximo
se ha etiquetado con q1 = (44, 61, 0, 33).
En la gura 4.6(a) se muestra la pinza en dicha conguración de agarre con la tuerca,
donde se puede observar que la parte interior de los dedos de la pinza contactan con dos
lados de la tuerca.
Para la orientación que se ha jado de la pinza, esa conguración es la única donde los
dos dedos de la pinza contactan con la máxima zona del objeto. Si se hubiera considerado
que la pinza tiene una orientación −π se hubiera obtenido la conguración que se muestra
en la gura 4.6(b).
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(a) Pinza en la conguración de agarre
(44, 61, 0) en W
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 = (80, 62,  −π, 33)
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(b) Pinza en la conguración de agarre
(80, 62,−π) en W
Figura 4.6: Pinza en la conguración de agarre con dos orientaciones.
4.2.3. Independencia de la forma de la pieza
El algoritmo propuesto es independiente del objeto a agarrar. Así, para calcular las
conguraciones de agarre de un objeto en forma de "L", que aparece en la gura 4.7(a),
con la misma pinza con orientación 0, únicamente habría que construir el bitmap E∗ que
representa a dicho objeto y que sería la entrada al algoritmo 4.1. Al proyectar dicho objeto
en C, resultado de la línea 4, se obtiene la representación de la gura 4.7(b).
x
y







(a) Pieza en W (b) Pieza en C
Figura 4.7: Pieza a agarrar con forma de "L"
En la línea 5 de dicho algoritmo se calcula la frontera de agarre, cuyo resultado se muestra
en la gura 4.8(a). Según la escala de colores, el valor máximo de la frontera (color marrón)
se obtendría en la conguración cuyos índices son (34, 55). Si se muestra a la pinza adoptando
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dicha conguración, se observa que el contorno interior de la pinza, correspondiente a los
dedos y la palma, están en contacto con el objeto. Existen otras conguraciones donde la
zona de los dedos también contactan con el objeto, aunque no así la zona de la palma. Por eso,
la conguración que se muestra es la conguración que produce la máxima inmovilización
del objeto.



















(a) Frontera de agarre
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1
 = (34, 55,  0, 49)
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(b) Pinza en conguración de agarre
Figura 4.8: Conguración de agarre para pieza con forma de "L"
Para que la pinza agarre al objeto por el otro extremo nal de la "L", es necesario que ésta
adopte otra orientación. Así, si representamos a la pinza con orientación −π2 en el bitmap
de entrada al algoritmo A∗, obtenemos la matriz CE∗ que aparece en la gura 4.9(a), cuya
frontera de agarre aparece en la gura 4.9(b). Sobre dicha frontera, la conguración con un
valor máximo (49) corresponde a los índices (71, 90). Si situamos el centro OA de la pinza
en dichas coordenadas tendremos el máximo contorno de contacto con el otro extremo de la
pieza en "L"(gura 4.10).
(a) Pieza en L en C



















(b) Frontera de agarre
Figura 4.9: Pieza con forma de L en C y su frontera de agarre para pinza con orientación θ = −π
2
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Figura 4.10: Conguración de agarre para pieza en L para pinza con orientación θ = −π
2
.
4.2.4. Independencia con la geometría de la pinza
Supongamos que disponemos de una pinza con una geometría diferente. El algoritmo es
válido sin más que representar la pinza en el bitmap A∗ de entrada. Éste sería el caso de
la pinza de la gura 4.11(a), donde además aparece la pieza a agarrar, con forma de barra
(gura 4.11(b)), que corresponde con E∗. Al calcular el producto de convolución de ambos
bitmaps obtenemos CE∗ (gura 4.12)
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(a) La pinza A∗
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(b) El objeto E∗
Figura 4.11: Discretización del escenario como matrices de 64x64.
La frontera de agarre tiene un valor máximo de 18 en (21, 32), de tal forma que ∂gCE∗(21, 32) =
18. Por tanto, la conguración de agarre corresponde al índice 21 y 32, de los vectores dis-
cretizados xr e yr, respectivamente. Esta conguración aparece resaltada en la gura 4.12
con un asterisco de color rojo y con una leyenda q1.
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Figura 4.12: Proyección en la pieza en C para el escenario de la gura 4.11. El eje z está en escala
logaritmica. q1 es la conguración de agarre.



























Figura 4.13: Perl de la frontera de agarre. La conguración de agarre se alcanza en q1(x, y) =
(21, 32) con el valor máximo de 18.
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4.2.5. Criterio de calidad
Si situamos la pinza en dicha conguración de agarre (gura 4.14) observamos cómo la
pinza agarra la pieza en W , de forma que se produce la mayor longitud de contacto entre
ambos: entre el objeto, los dedos y la palma. De forma intuitiva podemos pensar que cuánto
mayor sea la longitud de contacto entre pinza y objeto a agarrar, el agarre será force o form
closure. Por tanto el criterio de calidad, donde la conguración de agarre es la conguración
donde se alcanza el máximo valor de la frontera de agarre, se denotará como el criterio de
mayor longitud de contacto.
q
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 = (21, 32, 18)
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Figura 4.14: Pinza en la conguración del mejor agarre q1(x, y, ∂g) = (21, 32, 18).
Sin embargo, en la gura 4.13 también se observan otros máximos locales. Concretamente,
son 12 conguraciones cuyo valor de la frontera de agarre es 8. En la tabla 4.1 aparecen los
índices en el eje x e y de dichas conguraciones junto con el valor de ACE∗. Como se
puede observar en la tercera columna, estas conguraciones de agarre se corresponden con
un desplazamiento en el eje x a lo largo de la pieza mientras la cara interior de los dedos de la
pinza contacta completamente con la pieza (Figura 4.15). En ellas no se produce contacto con
la palma de la pinza. Sin embargo son conguraciones de agarre válidas. Tomando como base
métodos de análisis o heurísticas de agarres habría que acotar este conjunto, estableciendo,
por ejemplo, un umbral mínimo por debajo del cual se descartarían estas conguraciones.
El resto de las conguraciones de la frontera (gura 4.13) con un valor no nulo se corres-
ponden con puntos de la pinza que contactan con el objeto, bien con una parte de la cara
interna de los dedos o bien con otras zonas de la pinza que no incluyan los dedos y la palma.
Las primeras, donde el contacto se produce no con toda la supercie de los dedos, también
son conguraciones posibles aunque el agarre sería menos óptimo.
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(a) q2 = (9, 32, 8)
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(b) q3 = (10, 32, 8)
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(c) q4 = (11, 32, 8)
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(d) q5 = (12, 32, 8)
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(e) q6 = (13, 32, 8)
q
7
 = (14, 32, 8)
x
y







(f) q7 = (14, 32, 8)
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(g) q8 = (15, 32, 8)
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(h) q9 = (16, 32, 8)
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(i) q10 = (17, 32, 8)
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(j) q11 = (18, 32, 8)
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(k) q12 = (19, 32, 8)
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(l) q13 = (20, 32, 8)
Figura 4.15: Pinza en otras conguraciones de agarre.
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qj ∂g x y
q1 18 21 32
q2 8 9 32
q3 8 10 32
q4 8 11 32
q5 8 12 32
q6 8 13 32
q7 8 14 32
q8 8 15 32
q9 8 16 32
q10 8 17 32
q11 8 18 32
q12 8 19 32
q13 8 20 32
Tabla 4.1: Las 12 conguraciones de agarre con máximo local de la frontera de agarre.
Respecto a las segundas, son conguraciones que no son físicamente realizables y que
habría que descartar. En el formalismo que proponemos se contempla esta solución en la
denición de la función A(q, x), asignando un valor VA > 1 en los puntos FA correspondientes
a la cara interna de la pinza. Con ello, en el perl de la frontera de agarre (Figura 4.16)
se conseguirán máximos locales más diferenciados respecto al resto de conguraciones con
valor no nulo. Dichas conguraciones se podrán descartar deniendo un umbral para este
criterio de calidad de mayor longitud de contacto.































Figura 4.16: Perl de la frontera de agarre especicando zona de agarre en dedos y palma.
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En la siguiente sección veremos cómo introducir en nuestro algoritmo otros criterios
de calidad de agarres que complementen al nuestro y que pueden ser obtenidos mediante
métodos de análisis o heurísticas de agarres.
4.3. Algoritmo con criterios de calidad orientados a la
tarea
Hasta ahora hemos considerado como mejor agarre aquel en el que existe la máxima
longitud de contacto entre el robot y el objeto a agarrar. Pero no siempre se desean realizar
agarres de este tipo, sino que el agarre deseado puede ser completamente independiente de la
geometría del objeto y la pinza, y depender exclusivamente de la tarea que se desea realizar
posteriormente con el objeto. Por ejemplo, no es lo mismo agarrar una taza para beber que
para meterla al lavavajillas. Estos agarres pueden ser denidos mediante el aprendizaje o
utilizando ciertas taxonomías de agarres.
En nuestra propuesta, los criterios de calidad orientados a la tarea se pueden tener en
cuenta al establecer los valores de VA, VM y VFM en la denición de las funciones del robot
(A∗) y del entorno (E∗ y AE∗).
En las matrices E∗ y AE∗, los puntos de W ocupados por el objeto y el objeto aumen-
tado se representan con el valor 1. Además, los puntos de las zonas preferidas para agarrar
el objeto, denominados FM en nuestro formalismo, tomarán un valor VFM > 1, para dis-
tinguirlas del resto. El objetivo es que en estas zonas exista contacto y formen parte de la
frontera del entorno aumentado. Generalmente, el hecho de seleccionar una zona preferida
de agarre en el objeto vendrá determinado por la tarea que se desee, posteriormente, realizar
con él.
Como ya hemos comentado, en nuestro formalismo también se pueden establecer las
zonas de la pinza por donde mecánicamente es posible efectuar el agarre: por la cara interior
de los dedos y la palma. Así, los puntos de W ocupados por la pinza en una determinada
conguración se representan en la matriz A∗ con el valor 1, las zonas de agarre (internas a
la pinza) FA con VA > 1 y los puntos restantes por 0. Sin embargo, dependiendo de la tarea
puede establecerse una zona de agarre en la pinza, como por ejemplo en las yemas de los
dedos. Por tanto, FA deniría esa determinada zona de la pinza.
El algoritmo 4.2 amplía el algoritmo básico 4.1 considerando heurísticas que denan la
calidad y/o el propósito del agarre. Para considerar estas heurísticas nuestro algoritmo recibe
dos parámetros nuevos de entrada denominados FA y FM que representan, respectivamente,
las zonas preferidas de agarre en el robot y en la pieza. Así, las matrices que representan
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Algoritmo 4.2: Obtención de agarres con criterios de calidad
Entrada: Matriz del robot (A∗) y el entorno (E∗), zona de agarre en el robot (FA), zona preferida
de agarre en la pieza (FM), factor de agarre (k), umbral (u)
Salida: Conguraciones de agarre (Qgrasp)
1 Inicio
2 ∂A∗_inicial← Obtener el contorno de A∗;
3 VA ← longitud(∂A∗) • k;
4 A∗ ← Marcar en el robot A∗ las zonas preferidas de agarre FA con el valor VA ;
5 ∂E∗C ← Obtener la frontera de la matriz complementaria de E∗;
6 AE∗ ← E∗ + ∂E∗C ; /*Obtener el objeto aumentado*/
7 ∂AE∗ ← Obtener el contorno de AE∗;
8 VFM ← longitud(∂AE∗) • k;
9 AE∗ ← Marcar en el objeto aumentado AE∗ las zonas preferidas de agarre FA con el valor
VFM ;
10 CE∗ ← A∗ ∗ E∗;
11 ACE∗ ← A∗ ∗AE∗;
12 ∂gCE∗ ← Obtener la frontera de agarre ((CE∗ = 0) ∧ (ACE∗ > 0));
13 Qgrasp ← Obtener el máximo absoluto y los máximos locales, dentro umbral u, de la frontera de
agarre ∂gCE∗;
al robot y al entorno aumentado se modicarán dentro del algoritmo, asignando un valor
VA = longitud(∂A
∗) • k en las zonas de agarre del robot y de VFM = longitud(∂AE∗) • k
en las zonas preferidas de agarre de la pieza, con k > 1 en ambos casos. De esta forma se
distingue la zona de contacto deseada de otras zonas del objeto donde pueda también existir
contacto, y/o también se distingue en la pinza.
4.3.1. Objeto con zonas de agarre
En función de nuestra tarea queremos agarrar una pieza por una determina zona como
en el escenario que se muestra en la gura 4.17donde se desea agarrar la barra por su parte
superior, en la zona marcada en color rojo.
Figura 4.17: Escenario con zona de agarre marcada en color rojo en pinza y objeto movible.
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(b) Objeto movible E∗
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(c) AE∗ con zona de agarre
Figura 4.18: Escenario discretizado.
Para AE∗, se seleccionan las zonas preferidas de agarre de la pieza FM, que son las celdas
marcadas en color rojo en la gura 4.18(c), y, concretamente, forman parte de su frontera.
A estas celdas, dentro del algoritmo, se les asigna un valor VFM = longitud(∂AE∗) • k. En
A∗ (gura 4.18(a)) , se especica la cara interna FA y, dentro del algoritmo, se le asigna un





























Figura 4.19: Pieza barra vertical proyectada en C.
La pieza proyectada en el C-espacio y el perl de la frontera se observan en las guras
4.19 y 4.20. Llevando la pinza a la conguración q1 = (31, 42) donde se alcanza el valor
máximo (30800) de la frontera se consigue el mejor agarre (gura 4.21(a)).
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Si analizamos el perl de la frontera de agarre (gura 4.20) observamos que existen
otras conguraciones donde se alcanzan máximos locales. Estas conguraciones podrían
ser relevantes en otras situaciones, como cuando q1 no sea accesible, y podrían ser útiles al
planicador de manipulaciones. Por tanto, podríamos obtener un conjunto de conguraciones
posibles jando un umbral, que sería un parámetro de entrada al algoritmo 4.2. El umbral
jará un límite en el valor de la frontera para obtener el conjunto de conguraciones de
agarre posibles.




























































































Figura 4.20: Perl de la frontera de agarre con máximos locales seleccionado con umbral u.
En la gura 4.21 se muestra cómo la pinza trata de agarrar al objeto preferentemente
en la zona elegida, con las conguraciones que cumplen el criterio de calidad exigido por
el valor umbral. Los agarres están ordenados de mayor a menor valor de la frontera que se
muestran en la parte inferior de cada una de las grácas de la gura 4.21.
4.3.2. Pinza con zonas de agarre
En función de nuestra tarea deseamos agarrar una pieza con una determina zona de la
pinza. Consideraremos el escenario de la gura 4.22, donde se han denido las yemas de los
dedos como zona de agarre en la pinza. También se ha especicado una zona para agarrar
el objeto.
Como entrada al algoritmo 4.2 se utiliza FA, zonas de agarre de la pinza, marcadas en
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(a) q1 = (31, 42, 30800)
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(e) q5 = (31, 46, 29600)
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(f) q6 = (31, 47, 29400)
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(g) q7 = (31, 48, 29200)
Figura 4.21: Mejores agarres con zona de agarre en pinza y objeto.
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(a) (b)
Figura 4.22: Escenario con zonas de agarre en la yema de los dedos de la pinza y en el objeto.
color rojo (zona interior de la pinza) y en negro (yema de los dedos) en la gura 4.22(a).
A partir de esta entrada se construye la matriz A∗, donde a las celdas correspondientes a
la zona interior de la pinza se les asigna un valor VA = longitud(∂A∗) • ki y para la yema
de los dedos se considera otra constante kp, siendo kp > ki. Es importante observar que las
zonas de agarre en el robot son puntos de su frontera, pero en el entorno son puntos de la
frontera exterior de la pieza y pertenecen, por tanto, al entorno aumentado.
Aplicando el algoritmo 4.2 se obtiene la proyección de la pieza en C y el perl de la
frontera de agarre (gura 4.23). Los valores máximos de la frontera de agarre (tabla 4.2) se
corresponde con los puntos en que la pinza agarra con los dedos la barra en la zona deseada
y en puntos próximos a esta. Como se puede observar en la gura 4.24, los valores de la
frontera que reejan las zonas donde no se produce contacto entre la yema de los dedos y
la zona de agarre de la barra no han sido seleccionados, pues no superan el umbral elegido.
Así el valor de la frontera q9 es 25 veces mayor que el de q10.
qj ∂g x y
q1 58000 31 48
q2 48800 31 47
q3 39600 31 46
q4 39000 31 49
q5 31400 31 42
q6 30800 31 43
q7 30600 31 44
q8 30400 31 45
q9 20000 31 50
q10 800 31 51
q11 400 31 52
Tabla 4.2: Conguraciones de agarre ordenadas de mayor a menor calidad con zonas de agarre en
la yema de los dedos de la pinza y en el objeto.
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Figura 4.23: Perl de la frontera de agarre.
Como vemos el hecho de seleccionar en el efector nal las zonas con las que se desea
agarrar el objeto tiene en nuestro método, al igual que en otros, una gran inuencia en
la selección de los mejores agarres, pero a diferencia de estos la forma de especicar estas
preferencias es más sencilla y no supone añadir mayor complejidad a los cálculos implicados
en el proceso.
4.4. Algoritmo para una pinza que gira
En este apartado se propondrá un algoritmo para el cálculo de las conguraciones de
agarre para un pinza con dos dedos que puede desplazarse y girar libremente en un espacio
de trabajo W = [a, b]× [c, d] ⊂ R2. En la pinza, con apertura ja, se selecciona una zona de
agarre FA en la parte interna de sus dedos.
4.4.1. Funciones discretizadas y algoritmo
EnW se dene un sistema de referencia cartesiano FW jo, y además se dene un sistema
de referencia FA que se mueve con la pinza (gura 4.25(b)). Una conguración q de A viene
parametrizada por (xr, yr, θr), con C ⊂ R2 × [−π, π).
Sobre cada coordenada lineal, tanto de W como C, se distribuyen N puntos. Cada celda
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(a) q1 = (31, 48, 58000)
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(b) q2 = (31, 47, 48800)
q
3
 = (31, 46, 39600)
x
y







(c) q3 = (31, 46, 396000)
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(d) q4 = (31, 49, 39000)
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(e) q5 = (31, 42, 31400)
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 = (31, 43, 30800)
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(f) q6 = (31, 43, 30800)
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(g) q7 = (31, 44, 30600)
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 = (31, 45, 30400)
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(h) q8 = (31, 47, 30400)
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9
 = (31, 50, 20000)
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(i) q9 = (31, 50, 20000)
Figura 4.24: Mejores agarres con zona de agarre en el objeto y en la yema de los dedos de la pinza.
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(a) Escenario (b) Sistemas de referencia FW y FA
Figura 4.25: Pinza paralela A con zonas de agarre y un objeto movible M1.


















Las funciones discretizadas E∗ que representan al entorno y al entorno extendido estarían
representadas por dos matrices de tamaño N ×N . El elemento de la matriz (i, j) de E∗ y
AE∗ correspondería con la celda espacial previa.
Para la coordenada angular θr ∈ [−π, π) se distribuyen M puntos, obteniéndose que la
componente m-ésima del vector discretizado resultante sería
−π +m2π
M
De esta forma el C-espacio resultante estaría representado por una matriz de tamaño N ×
N ×M .
Para simplicar el cálculo de las funciones CE y ACE hacemos coincidir el origen de
ambos sistemas de referencia con lo que
A(xr, yr, θr, x, y) = A(0,0,θr)(x− xr, y − yr) (4.13)
Así la función que dene al robot en una conguración determinada (xr, yr, θr) y en un
punto (x, y) deW coincide con el robot en la conguración (0, 0, θr), y donde se ha realizado
una traslación de coordenadas. De esta forma la función discretizada que representa a los
objetos en el C-espacio discreto vendría dada por
CE∗(xrk , yrl , θrm) =
N−1∑
i,j=0
A∗(0,0,θrm )(xi − xrk , yj − yrl)E
∗(xi, yj) (4.14)
donde la celda (xrk , yrl , θrm) de C corresponde con el elemento (k, l,m) de la matriz CE
∗.
La simplicación proviene de considerar que el cálculo se puede realizar como
CE∗(xrk , yrl , θrm) = (Ā
∗
(0,0,θrm )
∗ E∗)(xrk , yrl) (4.15)
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donde para cada orientación θrm del robot aparece el producto de convolución de la función
que describe al robot en la conguración (0, 0, θrm) y la que representa a los objetos en W .
Luego, la matriz CE∗ es una matriz N ×N ×M . Utilizando los índices, la función CE∗
se expresaría como
CE∗(k, l,m) = (Ā∗(0,0,m) ∗ E
∗)(k, l) (4.16)
Si el elemento (k, l,m) de esta matriz tienen un valor 0 entonces la celda correspondiente es
una celda libre.
Realizando las mismas consideraciones, el cálculo de la matriz ACE∗ de tamaño N ×
N ×M también se simplicaría mediante
ACE∗(k, l,m) = (Ā∗(0,0,θm) ∗AE
∗)(k, l) (4.17)
Para cada orientación θr se tendría una frontera de agarre ∂gCE que estaría denida
por el conjunto:
∂gCE
∗ = {(xrk , yrl , θrm) ∈ C, , (CE∗(xrk , yrl , θrm) = 0) ∧
(ACE∗(xrk , yrl , θrm) > 0)} (4.18)
Por tanto, el conjunto de conguraciones de agarre vendría determinado por
qgrasp ∈ ∂gCE, ,ACE(qgrasp) = máx
θrm∈[−π,π)
( máx
(xrk ,yrl )∈∂gCE(θrm )
(ACE(q))) (4.19)
Teniendo en cuenta las expresiones previas el algoritmo que proponemos para calcular las
conguraciones de agarre de una pinza que gira es el algoritmo 4.3. En la línea 10 se discretiza
la variable angular. Para cada orientación, se calcula la matriz A∗θ de tamaño N×N , donde
se representa a la pinza en cada orientación θ. De igual forma que en el algoritmo 4.2 se
obtienen, para cada orientación, las conguraciones cuyo valor de la frontera de agarre supera
un determinado umbral u. El conjunto Qgrasp contendrá todas las conguraciones de agarre.
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Algoritmo 4.3: Obtención de agarres considerando la orientación
Entrada: Matriz del robot (A∗) y el entorno (E∗), zona de agarre de la pinza (FA), zona preferida
de agarre del objeto (FM), factor de agarre (k), umbral (u)
Salida: Conguraciones de agarre (Qgrasp)
1 Inicio
2 ∂A∗ ← Obtener el contorno de A∗;
3 VA ← longitud(∂A∗) • k;
4 A∗ ← Marcar en la pinza A∗ las zonas preferidas de agarre FA con el valor VA;
5 ∂E∗C ← Obtener la frontera de la matriz complementaria de E∗;
6 AE∗ ← E∗ + ∂E∗C ; /*Obtener el entorno aumentado*/
7 ∂AE∗ ← Obtener el contorno de AE∗;
8 VFM ← longitud(∂AE∗) • k;
9 AE∗ ← Marcar en el objeto movible aumentado las zonas preferidas de agarre ;




; /*Discretización de la orientación*/
12 Qg ← []; /*Configuraciones de agarre para una orientación*/
13 Qgrasp ← []; /*Configuraciones de agarre*/
14 para θ desde −π hasta π con incremento = inc hacer
15 A∗θ ← Girar A∗ θ grados;
16 CE∗θ ← A∗θ ∗ E∗;
17 ACE∗θ ← A∗θ ∗AE∗;
18 ∂gCE∗θ ← Obtener la frontera de agarre ((CE∗θ = 0) ∧ (ACE∗θ > 0));
19 Qg ← Obtener las conguraciones con el valor máximo y los máximos locales, por encima de
un umbral u, de la frontera de agarre ∂gCE∗θ en cada orientación;
20 Qgrap ← Qg ∪Qgrasp;
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4.4.2. Resultados de validación del algoritmo
Para validar el algoritmo planteamos el escenario de la gura 4.26, donde aparece una
pinza, en la que se han seleccionado la palma y los dedos como zona de agarre (FA); y
una pieza que presenta los mejores agarres en cuatro orientaciones diferentes. Se ha elegido
una discretización N = 128 para las coordenadas espaciales y M = 128 para la coordenada
angular. Tanto la pinza como la pieza se han representado en dos matrices de 128×128. Por
tanto, el C-espacio completo se representa en M = 128 matrices de tamaño 128× 128.
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(b) Objeto movible E∗
Figura 4.26: Pinza y pieza discretizadas del escenario elegido.





















←12870 (79, 62,  −π)
←12870 (62, 78,  −π/2)
←12870 (46, 61,  0)
←12870 (63, 45,  π/2)
Figura 4.27: Valor máximo de la frontera de agarre para todas las orientaciones.
En la gura 4.27 se representa, para cada una de las orientaciones de la pinza, únicamente
el valor máximo de la frontera de agarre. Como puede observarse, aquellas conguraciones
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de agarre que producen una mayor longitud de contacto (criterio de mayor longitud de
contacto) entre la pinza y la pieza corresponden a las orientaciones [−π2 , 0,
π
2 ,−π] de la
pinza (gura 4.28). Sin embargo, para cada uno de estas cuatro orientaciones, también se
producen máximos locales en su frontera de agarre, que se pueden obtener deniendo un
determinado valor umbral u. En la gura 4.29 se muestra el perl de la frontera de agarre para
una orientación π2 de la pinza. En este caso si ajustamos el valor umbral a un valor de 2000
seleccionaríamos otras 15 conguraciones de agarre. Estos máximos locales se corresponden
a conguraciones donde la pinza agarra al objeto, pero contacta en menos puntos.
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(a) q1 = (63, 45, π2 , 12870)
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(b) q2 = (46, 61, 0, 12870)
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(c) q3 = (62, 78,−π2 , 12870)
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4
 = (79, 62,  −π, 12870)
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(d) q4 = (79, 62,−π, 12870)
Figura 4.28: Mejores agarres considerando la orientación.
Si con la misma pinza deseamos agarrar una pieza en forma de L que sólo se puede
agarrar en dos orientaciones, al aplicar nuestro algoritmo obtenemos los resultados deseados.
Los mejores agarres se obtienen para las orientaciones −π y −π2 tal y como puede observarse
en la gura 4.30. De igual forma que para el caso anterior en ambas orientaciones también
se podrían seleccionar otros buenos agarres (los de color rojo en la gura 4.31) ajustando el
umbral para seleccionar otros máximos locales que se corresponden con las conguraciones
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Figura 4.29: Valores de la frontera de agarre para la orientación θ = π
2
.
donde la pinza agarra la pieza con menos puntos de contacto con el objeto. Finalmente en
la gura 4.32 se muestra como la pinza agarra el objeto en las orientaciones −π y −π2 .





















←12870 (94, 48,  −π)
←12870 (47, 94,  −π/2)
Figura 4.30: Valores máximos de la frontera de agarre en todas las orientaciones.
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(a) θ = −π






















(b) θ = −π
2
Figura 4.31: Frontera de agarre en 2D en las orientaciones donde se obtienen las conguraciones
de los mejores agarres.
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 = (47, 94,  −π/2, 12870)
x
y







(a) q1 = (49, 94,−π2 , 12870)
q
2
 = (94, 48,  −π, 12870)
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(b) q2 = (94, 48,−π, 12870)
Figura 4.32: Pinza agarrando la pieza en L.
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4.5. Algoritmo para un robot con pinza de apertura va-
riable
En esta sección se considerará un robot móvil, como el de la gura 4.33(a), que dispone de
una pinza con dos dedos paralelos para agarrar objetos de diferentes dimensiones, variando
la apertura de la pinza.
(a) (b)
Figura 4.33: Robot móvil con pinzas paralelas.
4.5.1. Funciones discretizadas y algoritmo
El robot puede desplazarse y girar libremente en un espacio de trabajoW = [a, b]×[c, d] ⊂
R2. En la gura 4.33(b) se muestra los sistema de referencia elegidos junto con los parámetros
(xr, yr, θr, dh) que denen una conguración: 4 DOFs. Se supone que la gura corresponde
a un plano z = constante sobre el suelo.
Sobre el intervalo de denición [0, dmax] de la nueva coordenada de conguración dh se
distribuyen uniformemente P puntos, con un incremento incd =
dmax
P .
Procediendo de forma similar que para la pinza con apertura ja, la simplicación para
el cálculo de CE∗ y de ACE∗ se realiza mediante las siguientes expresiones
CE∗(xrk , yrl , θrm , dhp) = (Ā
∗
(0,0,θrm ,dhp )
∗ E∗)(xrk , yrl) (4.20)
ACE∗(xrk , yrl , θrm , dhp) = (Ā
∗
(0,0,θrm ,dhp )
∗AE∗)(xrk , yrl) (4.21)
donde para cada apertura dhp y cada orientación θrm de la pinza aparece el producto de
convolución de la función que describe al robot en la conguración (0, 0, θrm , dhp) y la que
representa a la pieza y a la pieza aumentada en W .
Para cada apertura dhp y cada orientación θr se tendría una frontera de agarre ∂gCE
que estaría denida por el conjunto:
∂gCE
∗ = {(xrk , yrl , θrm , dhp) ∈ C, , (CE∗(xrk , yrl , θrm , dhp) = 0) ∧
84 Capítulo 4. Propuesta de algoritmos de agarre, criterios de calidad y accesibilidad
(ACE∗(xrk , yrl , θrm , dhp) > 0)} (4.22)
Por tanto, el conjunto de conguraciones de agarre vendría determinado por






(xrk ,yrl )∈∂gCE(dhp ,θrm )
(ACE(q)))) (4.23)
El algoritmo para calcular las conguraciones de agarre qgrasp según las expresiones
previas es el algoritmo 4.4. Recibe como entradas las matrices que representan a la pieza E∗
y al robot A∗ con la pinza, las zonas de agarre en pinza y en pieza, y la apertura máxima
de la pinza.
De forma general, para cada una de las aperturas consideradas, se obtiene la matriz A∗d
que representa al robot en cada valor de apertura de la pinza. El robot para cada apertura
de la pinza convolucionará con el entorno (línea 19) y con el entorno aumentado (línea
20), en cada una de las orientaciones, según las expresiones 4.20 y 4.21. Se obtendrán las
conguraciones de agarre, cuyo valor de la frontera supera un umbral u en cada apertura dh
y cada orientación θ.
4.5.2. Resultados de validación del algoritmo
Para validar el algoritmo propuesto se va a utilizar el robot con la pinza de la gura
4.33(b), donde se ha seleccionado las yemas de los dedos como zona de agarre. Como pieza,
se ha elegido una forma geométrica que permite ser agarrada por diferentes zonas, con la
pinza en determinadas orientaciones y con diferentes aperturas.
El robot y el objeto se han representado con matrices de 128×128 (gura 4.34). Para cada
apertura de la pinza se obtiene una matriz A∗ que representa al robot en esa apertura. Para
mostrar más claramente los resultados se tendrán en cuenta cuatro aperturas de la pinza:
una con valor dh = 2, donde el robot podrá agarrar el objeto por su parte más estrecha; la
apertura (dh = 12) en la que el robot agarra el objeto por su parte más ancha; y otras dos
con valores (dh = 6) y (d = 14) donde el robot no podrá agarrar la pieza (guras 4.34 y
4.35).
Aplicando el algoritmo a nuestro escenario se obtienen las conguraciones de los mejores
agarres correspondientes a los máximos en la frontera de agarre . En la tabla 4.3, la línea
roja divide las conguraciones en las que el robot agarra el objeto de las que no. En las
conguraciones por debajo de la línea roja, el valor de la frontera de agarre no supera el
valor umbral u seleccionado en nuestro algoritmo.
Las conguraciones de agarre, correspondientes a valores máximos en la frontera de aga-
rre, se muestran en la gura 4.36. En estas conguraciones, denotadas por qj = (x, y, θ, d, ∂g),
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Algoritmo 4.4: Obtención de agarres variando la orientación y apertura de la pinza
Entrada: Matriz del robot (A∗) con la pinza cerrada y el objeto (E∗), zona de agarre de la pinza
(FA), zona de agarre del objeto (FM), factor de agarre (k), umbral (u), máxima apertura
(dmax) de la pinza
Salida: Conguraciones de agarre
1 Inicio
2 ∂A∗ ← Obtener el contorno de A∗;
3 VA ← longitud(∂A∗) • k;
4 A∗0 ← Marcar en la pinza A∗ las zonas preferidas de agarre FA con el valor VA;
5 ∂E∗C ← Obtener la frontera de la matriz complementaria de E∗;
6 AE∗ ← E∗ + ∂E∗C ; /*Obtener el objeto aumentado*/
7 ∂AE∗ ← Obtener el contorno de AE∗;
8 VFM ← longitud(∂AE∗) • k;
9 AE∗ ← Marcar en el objeto aumentado AE∗ las zonas preferidas de agarre FA con el valor VFM ;
10 incθ ← 2∗πM ; /*Discretización de la orientación*/
11 incd ← dmaxP ; /*Discretización de la apertura de la pinza*/
12 Qgθ ← []; /*Configuraciones de agarre parciales en cada orientación*/
13 Qgd ← []; /*Configuraciones de agarre parciales en cada apertura*/
14 Qgrasp ← []; /*Configuraciones de agarre*/
15 para dh desde incd hasta dmax con incremento = incd hacer
16 A∗d ← Abrir dh la pinza de A
∗
0 ;
17 Qgθ ← []; /*Agarres parciales en todas las orientaciones*/
18 para θ desde −π hasta π con incremento = incθ hacer
19 A∗θ ← Girar A∗d θ grados;
20 CE∗θ ← A∗dθ ∗ E
∗;
21 ACE∗θ ← A∗dθ ∗AE
∗;
22 ∂gCE∗θ ← Obtener la frontera de agarre ((CE∗θ = 0) ∧ (ACE∗θ > 0));
23 Qθg ← Obtener las conguraciones con el valor máximo y los máximos locales, por
encima de un umbral u, de la frontera de agarre ∂gCE∗θ en cada orientación ;
24 Qgθ ← Qgθ ∪Qθg Conguraciones de agarre para cada orientación;
25 Qgd ← Qgd ∪Qgθ Conguraciones de agarre para cada apertura;
26 Qgrasp ← Qgd Todas las conguraciones de agarre ;
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(a) d = 2 (b) Objeto M1∗
Figura 4.34: Robot con pinza con zona de agarres en la yema de los dedos y en la pieza.
(a) d = 6 (b) d = 12 (c) d = 14
Figura 4.35: Robot con pinza de dedos paralelos en diferentes aperturas.
q dh ∂g θ X Y
q1 12 3502 −π 35 62
q2 2 3492 0 91 62
q3 2 3488 0 92 62
q4 2 3488 0 93 62
q5 2 3488 0 94 62
q6 12 3480 −π 32 62
q7 12 3480 −π 33 62
q8 12 3480 −π 34 62
q9 12 3052 −π 31 62
q10 2 3052 0 95 62
q11 12 2616 π2 57 89
q12 12 2616 −π2 57 35
q13 12 2616 −π 30 62
q14 2 2616 0 62 96
q15 14 1758 −π 35 61
q16 14 1758 −π 35 63
q17 14 1748 0 91 56
q18 14 1748 0 91 68
q19 6 1748 0 91 60
q20 6 1748 0 91 64
Tabla 4.3: Conguraciones de agarre ordenadas de mayor a menor calidad.
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se observa cómo el robot agarra al objeto a lo largo de toda la yema de los dedos (congu-
raciones con máximos locales de la frontera, correspondientes a agarres en los que la pinza
contacta con el objeto con menor longitud de los dedos) en las dos aperturas dh = 12 y
dh = 2. Para la apertura dh = 12 aparecen distintas orientaciones, mientras que con dh = 2
solo es posible una orientación. También podemos observar como en las orientaciones π2 y
−π2 para la apertura 12 se seleccionan menos conguraciones de agarre puesto que la pinza
no puede agarrar completamente la pieza (no hay contacto con la palma) al golpear con la
parte estrecha de la pieza (guras 4.36(k) y (l)).
4.5.3. Criterio de calidad orientado a la tarea
Las conguraciones con una apertura de dh = 12 son conguraciones que presentan
el mayor grado de inmovilización del objeto. Si se busca un agarre orientado a la tarea,
como sería el caso de que la pieza fuera una herramienta como por ejemplo un mazo y se
deseara agarrarlo por el mango, entonces se resaltaría esa zona asignado un VFM superior
que al resto de los puntos de la pieza. El robot agarrará el mazo por la zona deseada (gura
4.37(b)) y otros máximos locales en la misma zona (gura 4.37(a)) que se corresponden con
el desplazamiento de los dedos a lo largo del mazo. Los agarres de apertura dh = 12 no son
seleccionados por no cumplir el criterio de calidad aplicado (los valores de su frontera de
agarre no son máximos y quedan muy por debajo del umbral u especicado).
4.6. Accesibilidad: cálculo del C-espacio libre
Cuando se plantea un problema de manipulación, además de calcular las conguraciones
de agarre, se necesita especicar el camino de tránsito hacia la conguración elegida. Los
algoritmos propuestos previamente para calcular las conguraciones de agarre para un robot
con una pinza, además proporcionan estructuras de información que pueden utilizarse para
conocer si una conguración de agarre es accesible (reachable). Mediante el cálculo de la
función CB, se proyectan los objetos al espacio de las conguraciones. Por tanto, en la
matriz CE∗, que se obtiene en cualquiera de los algoritmos previos, se dispone de información
sobre las conguraciones libres de colisiones. Estas corresponderían a aquellos elementos de
la matriz CE∗ con un valor nulo. Por tanto, un planicador que calcule el camino desde
una determinada conguración a la conguración de agarre, podría utilizar esta estructura
de datos para validar una conguración (test de colisiones), sin más que consultar si el
elemento correspondiente de la matriz tiene un valor nulo. Luego, con la matriz CB∗ se
puede comprobar la accesibilidad a la conguración de agarre calculada.
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(a) q1 = (35, 62,−π, 12, 3502) (b) q2 = (91, 62, 0, 2, 3492) (c) q3 = (92, 62, 0, 2, 3488)
(d) q4 = (93, 62, 0, 2, 3488) (e) q5 = (94, 62, 0, 2, 3488) (f) q6 = (32, 62,−π, 12, 3480)
(g) q7 = (33, 62,−π, 12, 3480) (h) q8 = (34, 62,−π, 12, 3480) (i) q9 = (31, 62,−π, 12, 3052)




Figura 4.36: Robot en conguraciones de agarre (continua).
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(m) q13 = (30, 62,−π, 12, 2616) (n) q14 = (62, 96, 0, 2, 2616)
Figura 4.36: Robot en las conguraciones de agarre (continuación).































(a) Perl de la frontera de agarre para dh = 2 y θ = 0
θ =  0
x
y







(b) Conguración de agarre
Figura 4.37: Agarrando por el mango.
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A continuación, se va a plantear un entorno con objetos jos (obstáculos) y objetos que
el robot puede agarrar (objetos movibles). Como escenario de trabajo se plantea utilizar
el que aparece en [Lat91b] (Figura 4.38). En azul aparecen los obstáculos y en verde los
objetos movibles. El robot se puede desplazar y girar por un espacio de trabajo W ⊂ R2.
Se ha seleccionado la zona en la frontera de A∗ que modela la zona de la pinza que se desea
contacte con los objetos movibles. Como consecuencia se utilizará el algoritmo 4.3, pero
en este caso la matriz E∗ representará un entorno en el que puntos (x, y) ∈ W ocupados
por los obstáculos jos se representan por un 1 y los ocupados por los objetos que puede
manipular el robot (objetos movibles) por un valor superior a 1. De esta forma se puede
diferenciar entre ambos tipos de objetos. El espacio de trabajo se ha discretizado en una























(b) Robot con zonas de agarre
Figura 4.38: Robot con zonas de agarre en un escenario con objetos movibles y obstáculos.
En la línea 15 del algoritmo 4.3, se proyectan los objetos del espacio de trabajo W
al C-espacio, mediante la convolución de la matriz que representa el entorno E∗ y la que
representa al robot A∗ en cada una de las orientaciones. El C-espacio resultante estaría
representado en 128 matrices de tamaño 128× 128. En las guras 4.39, 4.40 , 4.41 y 4.42 se
presenta el C-espacio para las orientaciones θr = −π,−π2 , 0,
π
2 .
Procediendo de igual forma que en las secciones previas para el cálculo de las congu-
raciones de agarre, en la gura 4.43 se representan los valores máximos en la frontera de
agarre en cada una de las orientaciones. Para nuestro escenario los máximos se alcanzan en
θr = −π,−π2 , 0,
π
2 .

























































Figura 4.40: C-espacio en la orientación θ = −π
2
.

























































Figura 4.42: C-espacio en la orientación θ = π
2
.
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←1380 (67, 41,  −π)
←1390 (89, 42,  −π/2)
←1390 (78, 53,  0)
←1390 (67, 42,  π/2)
Figura 4.43: Valores máximos de la frontera de agarre en todas las orientaciones.
En la gura 4.44 se muestra en 2D la frontera de agarre para cada una de las cuatro
orientaciones donde se han obtenido los máximos de la frontera. En cada una de las cuatro
orientaciones aparecen máximos absolutos y máximos locales. Las respectivas conguraciones
forman el conjunto GM , que son las conguraciones con máxima longitud de contacto y, por
tanto, los mejores agarres (gura 4.45).
Hemos puesto de maniesto que en nuestro método la forma de proyectar los objetos
movibles en el espacio de las conguraciones se realiza de una manera sencilla, asignando
a estos objetos en la matriz del entorno un valor mayor que 1 para así diferenciarlos de
los obstáculos. Esto permitirá que los valores de la frontera de agarre en el espacio de las
conguraciones sean mayores y, por tanto, sea en el objeto movible donde se seleccionen
los agarres. Además, dentro del mismo algoritmo calculamos una estructura de datos que
contiene información para determinar la accesibilidad a cada uno de los agarres de una forma
simple.
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(a) θ = −π




















(b) θ = −π
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(c) θ = 0




















(d) θ = π
2
Figura 4.44: Frontera de agarre en 2D del escenario de la gura 4.38 en las orientaciones donde
se obtienen las conguraciones de los mejores agarres.
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θ =  −π
x
y







(a) θ = −π
θ =  −π/2
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(b) θ = −π
2
θ =  0
x
y







(c) θ = 0
θ =  π/2
x
y







(d) θ = π
2
Figura 4.45: Escenario con el robot en las conguraciones de agarre.
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4.7. Análisis de la complejidad de los algoritmos propues-
tos
En el capítulo 3 se han obtenido las expresiones del C-espacio CE(q) y del C-espacio
aumentado CEA(q). En el cálculo de CE aparece el producto de convolución de A y E
sobre unas ciertas variables. De igual forma para el cálculo de ACE(q) donde el producto de
convolución se realiza entre A y AE. En sus correspondientes expresiones discreta y particu-
larizadas para cada robot analizado, en las expresiones de CE∗(qj) y de ACE∗(qj), surge la
convolución discreta de A∗ y E∗ sobre dichas variables discretizadas para las expresiones de
CE∗ y de igual forma para A∗ y AE∗ en el cálculo de ACE∗. Puesto que la convolución se
realiza dos veces, una con el entorno y otra con el entorno aumentado, el coste computacional
de los algoritmos analizados habrá que multiplicarlo por dos.
Si se implementa directamente la convolución de las matrices A∗ y E∗, la complejidad
computacional del algoritmo es O(Nd
2
), siendo N la resolución de la discretización utilizada
y d la dimensión de la convolución.
Otra opción sería aplicar el teorema de convolución calculando la Transformada de Fou-
rier Discreta (DFT) de CE∗(qj) como el producto punto a punto de la DFT de A∗ y la de
E∗, efectuando las transformadas sobre una o varias variables. La dimensión de la Transfor-
mada Discreta de Fourier y las variables concretas sobre las que se efectúa depende del tipo
de robot considerado. Mediante el algoritmo de la Transformada Rápida de Fourier (FFT),
cuya complejidad es O(NdlogN), se conseguiría reducir la carga asociada a la ejecución de
los algoritmos. Para aplicar el algoritmo de FFT las funciones deben de ser periódicas. Sin
embargo, las matrices binarias implicadas no son cíclicas. Una forma de solucionar este pro-
blema, [Kav95], es colocar un '1' en todos los elementos del contorno de la matriz binaria que
representa al espacio de trabajo E∗. Así, además de conseguir funciones cíclicas, se asegura
que el robot no pueda sobrepasar los límites de W .
En primer lugar analizaremos la complejidad computacional del algoritmo básico (algo-
ritmo 4.1) de obtención de agarres donde se considera un robot y un objeto representado en
el plano donde el robot se desplaza pero no puede girar. Si las variables lineales se discreti-
zan con una resolución N , se dispone de una matriz E∗ de tamaño N ×N , una matriz Ā∗
de tamaño N ×N y, como resultado nal del algoritmo, una matriz de dimensión N ×N .
Si se realiza como un producto de convolución la complejidad será O(N4). Utilizando la
FFT, como la FFT es de dos dimensiones, la complejidad computacional del algoritmo es
O(N2 · log(N)).
Para el algoritmo (algoritmo 4.3) donde se añade un grado de libertad que es la orien-
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tación, si las variables lineales se discretizan con una resolución N mientras que la variable
angular θr con una resolución M , se dispone de una matriz E∗ de tamaño N × N , una
matriz Ā∗ de tamaño N × N para cada orientación del robot y, como resultado nal del
algoritmo, M matrices de dimensión N ×N . Se utiliza la técnica de slicing1 sobre el grado
de libertad, θr, donde no se produce convolución. Con el producto de convolución tendremos
un coste computacional de O(M ·N4) mientras que como las FFT son en dos dimensiones
la complejidad computacional del algoritmo es O(M ·N2 · log(N)).
En el caso del robot que se mueve libremente en el espacio, puede girar y dispone de
una pinza que puede variar su apertura (algoritmo 4.4) las distintas aperturas de la pinza
se discretizan con una resolución P y la angular θr se discretiza con una resolución M . En
este caso es necesario construir P matrices binarias Ā∗ de tamaño N ×N para las distintas
aperturas de la pinza y, para cada orientación del robot, otras M matrices binarias Ā∗ de
tamaño N × N . El resultado del algoritmo son P ×M matrices binarias CE∗ de tamaño
N ×N . Se realizan por tanto P ×M productos de convolución en dos dimensiones siendo su
complejidad computacional O(P ·M ·N4). De igual forma se realizan P ×M transformadas
de Fourier en dos dimensiones de matrices de tamaño N × N , entonces la complejidad
computacional del algoritmo es O(P ·M ·N2 · log(N).
Es importante recordar que una diferencia fundamental que aparece con respecto de
los métodos algebraicos para el cálculo del C-espacio, es que ahora el tiempo de cálculo
únicamente depende de la resolución empleada para la representación, y no depende en
absoluto de la forma de los obstáculos o del robot. La desventaja de los métodos discretos
en general y del método expuesto en particular por el excesivo coste computacional se reduce
drásticamente con la evaluación a través de la FFT.
Para la evaluación rápida de nuestros algoritmos habría que sustituir en todos ellos el
producto de convolución de A∗ y E∗ por la aplicación del teorema de convolución como apa-
rece en las líneas 4 a 10 del algoritmo 4.5. En el algoritmo 4.5 se muestran las modicaciones
realizadas sobre el algoritmo básico para una evaluación más rápida de nuestros algoritmos.
En el resto de los algoritmos se procedería de igual forma.
4.8. Aportaciones
En este capítulo se han descrito los algoritmos desarrollados que permiten validar el
formalismo propuesto para obtener el conjunto de conguraciones de agarre considerando
diferentes tipos de pinzas y grados de libertad. Se ha mostrado cómo los algoritmos son
1Puesto que sobre la orientación no se produce convolución, se puede discretizar con un número de puntos
diferente M al utilizado en las variables sobre las que si se produce la convolución.
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Algoritmo 4.5: Algoritmo básico de obtención de agarres con FFT
Entrada: Matriz del robot (A∗), matriz del entorno (E∗)
Salida: Conguraciones de agarre (Qgrasp)
1 Inicio
2 ∂E∗C ← Obtener la frontera de la matriz complementaria del entorno;
3 AE∗ ← E∗ + ∂E∗C ; /*Obtener el entorno aumentado*/
4 F [E∗]← Obtener la transformada de Fourier del entorno;
5 F [Ā∗]← Obtener la transformada de Fourier Ā∗;
6 P = F [E∗] · F [Ā∗];
7 CE∗ = F−1[P ] Obtener la transformada inversa;
8 F [AE∗]← Obtener la transformada de Fourier del entorno aumentado;
9 P = F [AE∗] · F [Ā∗];
10 ACE∗ = F−1[P ]← Obtener la transformada inversa;
11 ∂gCE∗ ← Obtener la frontera de agarre ((CE∗ = 0) ∧ (ACE∗ > 0));
12 Qgrasp ← Conguraciones con valor máximo en la frontera de agarre;
independientes de la forma de la pieza y de la geometría de la pinza y dependen solo del
tamaño de las matrices de discretización con las que se trabaje. Además, se ha propuesto
un criterio de calidad para conseguir inmovilizar la pieza (agarre de fuerza) y otro criterio
orientado a la tarea (agarre de precisión) que no incrementa la complejidad de los algoritmos.
Por último, situando nuestra propuesta en un escenario con la presencia de obstáculos y
objetos que pueden ser agarrados por el robot (objetos movibles), se ha puesto de maniesto
que en los algoritmos se dispone de una estructura de datos para examinar la accesibilidad
a las conguraciones de agarre calculadas. De esta forma hemos demostrado como nuestro
método de síntesis de agarres permite obtener agarres accesibles ordenados de mayor a menor
calidad de acuerdo al criterio de calidad elegido (orientado a inmovilizar la pieza o a la tarea
que posteriormente se desea realizar con ella).
Aunque los ejemplos se han planteados con pinzas simples, hay que tener en cuenta
que muchos trabajos con pinzas antropomórcas, como las manos humanas, reducen la
complejidad de los métodos de análisis y síntesis a considerar dos dedos virtuales ([Ibe87]
[Ibe97]) que, posteriormente, se hacen corresponder con los dedos reales. Este sería el caso
de la pinza de la gura 4.11(a), donde se podría considerar que hay dos articulaciones en
cada uno de los dedos. Variando el grado de libertad asociado a cada articulación, se podría
representar el robot A en un conjunto de matrices, que serían la entrada a los algoritmos
previos de forma que permitan obtener el conjunto de conguraciones de agarre.
5
Planicación de manipulaciones de un robot
paletizador
5.1. Los vehículos guiados automáticamente
Actualmente para lograr aumentar la competitividad, la industria está adoptando Siste-
mas de Fabricación Flexible (FMS - Flexible Manufacturing Systems) como respuesta rápida
a cambios en las necesidades de producción. En estos sistemas, además de las máquinas he-
rramientas, los robots manipuladores, etc., se han ido incorporando los Vehículos Guiados
Automáticamente (AGV - Automated Guided Vehicle) que se dedican al transporte de ma-
teriales con el objetivo de ahorrar costes y mejorar la eciencia.
Estos vehículos basados en computador siguen rutas preestablecidas de manera repetitiva
sin la intervención de un conductor. Desde los primeros sistemas loguiados, se han ido mejo-
rando sus prestaciones hasta cubrir actualmente una cuota de mercado. Entre las soluciones
comerciales aparecen el sistema E'gv de la empresa Egemin (http://www.egemin.com), el
sistema Skilled LGV de la empresa Euroimpianti (http://www.skilled.it), Odyssey de
99
100 Capítulo 5. Planicación de manipulaciones de un robot paletizador
AGV Products (http://www.agvp.com) o el sistema P3 de la empresa Handyman (http:
//www.carltonhandyman.com/p3), entre otros.
Los AGVs presentan un mayor grado de exibilidad respecto de las cintas de transporte
instaladas, que están gobernadas por sistemas basados en autómatas industriales. Los pri-
meros sistemas de guiado basados en un cable enterrado en el suelo o una banda magnética
adherida al suelo presentan limitaciones en cuanto a que las rutas seguidas por los vehícu-
los están preestablecidas: la navegación se limita a recorridos jos, y por tanto a tareas
repetitivas.
Para mejorar la exibilidad, se han desarrollado sistemas de guiado basados en la coloca-
ción de balizas activas y pasivas en el entorno. Entre las primeras, se encuentran las balizas
de infrarrojos o ultrasonidos, mientras que entre las pasivas están los puntos magnéticos o
reectores para el guiado por láser. Aunque en estas soluciones comerciales es más senci-
llo modicar las rutas, sin embargo necesitan alterar el entorno y trabajar en un entorno
conocido y estructurado.
Además de las plantas de fabricación y de almacenaje especialmente diseñadas y acondi-
cionadas para integrar los AGVs, existen otros tipos de instalaciones donde los AGVs pueden
resultar ecaces. Se trata de entornos parcialmente desconocidos y donde las condiciones de
trabajo presentan determinadas incertidumbres. Por ello, los trabajos de investigación se
están dirigiendo a sistemas de guiado basados en la detección de características bien ar-
ticiales, como patrones grácos, o bien naturales, como columnas, para detectarlos con
sistemas de visión. El primer caso supone también una alteración del entorno de trabajo,
mientras que en el segundo surge el problema de la asociación de datos.
Si el AGV se integra realmente en un FMS no ideal no sólo hay que considerar la lo-
calización del AGV dentro del entorno (el sistema de guiado), sino que también deben
contemplarse los aspectos relacionados con la manipulación de objetos no preestablecida. Es
por lo que en este capítulo planteamos el siguiente contexto de trabajo, como un intento de
exibilizar también la tarea de manipulación de un AGV.
5.1.1. Planteamiento propuesto para la planicación de manipula-
ciones
Supongamos un escenario como el que se representa en la gura 5.1, donde existen una
serie de objetos presentes en su entorno de trabajo, como columnas, estanterías, etc., con
los que el robot puede colisionar y otra serie de objetos movibles, como palets, cajas, etc.,
que el robot puede trasladar.
Es este escenario donde el robot deberá hacer de forma autónoma la manipulación de
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Figura 5.1: Posible entorno de trabajo de un vehículo guiado automáticamente (AGV).
objetos con la mínima intervención del usuario. Más concrétamente, la descripción de la
tarea sería: Coge el objeto X y deposítalo en la posición Y. Para ello, el robot tiene que
identicar estos objetos, decidir cómo agarrarlos, llevar al robot a la posición de agarre sin
colisionar con ninguno de ellos y nalmente trasladar el objeto movible, ya agarrado por el
robot, a su posición nal. Para realizar esta tarea de forma autónoma o semiautónoma se
necesita resolver un conjunto de problemas que comentamos a a continuación junto con el
planteamiento propuesto en esta tesis para resolverlos.
El paso crucial que aborda este trabajo de tesis ya expuesto en los capítulos anteriores es
la síntesis de agarres, que consiste en determinar las conguraciones de agarre, considerando
el objeto a transportar y el robot. Para ello necesitamos una descripción geométrica del
robot y del objeto que se traducirá a mapas de bits. Para determinar el conjunto de las
conguraciones de agarre se tendrán en cuenta criterios de calidad dirigidos a inmovilizar el
objeto y otros orientados a la tarea.
Una vez determinado el conjunto de los mejores agarres se necesita disponer de la posición
del robot y de los objetos. Este tema queda fuera del alcance de esta tesis doctoral por lo que
suponemos que algún otro procedimiento responde a las preguntas ¾dónde estoy? y ¾donde
están los objetos a manipular?.
Otro problema a abordar consiste en determinar el camino/trayectoria de tránsito, por
lo que hay que tener en cuenta la descripción cinemática del robot. En nuestro caso, el AGV
será una carretilla transportadora, cuya cinemática normalmente será de tipo Ackerman,
por lo que está sujeto a restricciones no holónomas en sus movimientos. La búsqueda de
métodos generales que permitan modelar la cinemática y la dinámica del movimiento de
los robots tipo coche es aún un tema de investigación abierto. Uno de los enfoques consiste
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en restringir su conjunto de movimientos a los especicados por unas pocas primitivas de
movimiento (Ej. girar a la derecha, ir recto, girar a la izquierda). En nuestro planteamiento
de resolución, el cálculo de estas trayectorias de tránsito estará apoyado en las curvas de
Dubins. Estas curvas denen la trayectoria óptima, entre una conguración inicial y otra
nal del robot, con restricciones en cuanto a velocidad constante y radio de giro máximo.
Las trayectorias calculadas son óptimas en el dominio temporal, que al trabajar a velocidad
constante garantiza que los caminos calculados son también óptimos.
También, se necesita vericar si las rutas de tránsito calculadas están libres de colisiones.
Recordemos que, como parte de nuestro método de obtención de los mejores agarres se
obtiene también una representación de los objetos en el espacio de las conguraciones del
robot. De esta forma el test de colisiones se simplica enormemente permitiendo descartar
las rutas que produzcan colisión.
Una vez que el robot agarre el objeto movible lo traslada, siguiendo un camino de trans-
ferencia, a su posición nal. Para determinar este camino se calcularán de nuevo las curvas
de Dubins entre la posición en la que el robot ha agarrado al objeto y el destino nal. Una
vez calculadas se evaluará las más cortas y si son o no factibles. Para este último paso será
necesario considerar la representación de los objetos en el espacio de las conguraciones,
pero no únicamente del robot sino considerando el robot junto con el objeto que transporta.
Este planteamiento general será descrito en las siguientes secciones.
5.2. El robot paletizador y su entorno
Para la realización de las tareas de paletización (cargar mercaderías sobre un palet) se
suele utilizar una carretilla elevadora. El grupo de Robótica y Sociedad de la Universidad
de Salamanca ha robotizado recientemente un vehículo de transporte, por lo que se utilizará
como modelo para realizar pruebas de validación de nuestros algoritmos.
La carretilla elevadora puede trabajar tanto en entornos interiores, como pueden ser
almacenes, naves, etc., como en exteriores, manejando palés. La necesidad de estandarizar la
forma y tamaño de los palets resulta evidente para su fabricación a gran escala, su transporte
o en el diseño de herramientas de manipulación, entre las que se encuentran los robots
paletizadores.
Existen numerosos organismos internacionales que regulan y certican las normas rela-
cionadas con los palés que especican las dimensiones de todas sus piezas y su montaje,
peso que pueden soportar, condiciones mínimas para su reutilización, reciclado, etc. Uno de
los tipos de palés mas utilizados es el palé Europeo o EUR EPAL (European Pallet Aso-
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ciation - http://www.epal-pallets.org) denido en las normas de la Unión Europea de
Ferrocarriles (UIC - Union Internationale des Chemins de Fer) UIC 435-2-0 y UIC 435-4-0
R.
Como se ha comentado queda fuera del alcance de esta tesis doctoral responder a la
pregunta ¾donde está el palé a manipular?; pero como vemos, este sector está perfectamente
regulado por lo que no es de extrañar que en un futuro muy cercano se puedan etiquetar los
palés con marcas estándares reconocibles por los AVGs que permitan responder automáti-
camente a esta pregunta.
5.3. Síntesis de agarre para un AGV
En este apartado se va a aplicar nuestro método de síntesis de agarres descrito en los
capítulos anteriores para determinar el conjunto de los mejores agarres con que nuestro
robot paletizador A ha de manipular un palé europeo M1 (gura 5.2(a)) y posteriormente
situaremos al robot en un entorno con objetos jos y movibles (gura 5.10). Se supondrá
que la apertura de la horquilla permanece ja.
5.3.1. Escenario básico con criterios de calidad en la horquilla
El primer paso para aplicar nuestro método de síntesis de agarres es especicar los
sistemas de referencia para el robot y el entorno. En la gura 5.2(b) vemos cómo el origen
del sistema de referencia FA que se mueve con el robot se ha situado en el centro del eje
que une las ruedas delanteras motrices de nuestra carretilla elevadora. De esta forma una
conguración q de A vendrá especicada por (xr, yr, θr).
Se utilizará el algoritmo 4.3 donde será necesario especicar las matrices del robot y del
entorno así como la zona de agarre de la horquilla.
Teniendo en cuenta las dimensiones reales del palé y del robot, se realiza una discreti-
zación N = 128 para las coordenadas espaciales y M = 128 para la coordenada angular
trabajando a una escala de 1:50. En el robot para descartar las conguraciones que no son
físicamente realizables (aquellas en las que el robot contacta con el objeto en zonas que no se
corresponden con la zona interna del efector nal, pinza o dedos y palma) se ha seleccionado
la zona de agarre (FA) en la parte interna central de la horquilla. En la gura 5.3 se pueden
ver las matrices del robot y del entorno.
Aplicando el algoritmo 4.3 para el cálculo de conguraciones de agarre se obtienen las
conguraciones de los agarres con mayor longitud de contacto que, tal y como puede verse
en la gura 5.4, se obtienen en las orientaciones π2 , −
π
2 , 0 y −π. Para cada una de estas
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(a) Escenario (b) Sistemas de referencia
Figura 5.2: Robot paletizador y palé.
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Figura 5.3: Las matrices del robot A∗ y del palé europeo M1
∗.
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cuatro orientaciones, también se producen máximos locales en su frontera de agarre (gura
5.5). En esta gura solo se ha representado el perl de la frontera de agarre para las orien-
taciones 0 y π2 puesto que las de −π y −
π
2 serían simétricas. Si llevamos nuestro robot a
los puntos calculados tendremos al robot paletizador agarrando el palé en cada una de las
conguraciones de agarre obtenidas (gura 5.6).

























←1026 (83, 62,  −π)
←1004 (62, 79,  −π/2)
←1026 (42, 63,  0)
←1004 (61, 46,  π/2)
Figura 5.4: Valores máximos de la frontera de agarre para todas las orientaciones.
5.3.2. Escenario básico con criterios de calidad orientados a la tarea
Los resultados previos se han obtenido aplicando el criterio de mayor longitud de con-
tacto. Sin embargo, como se puede ver en la gura 5.6, entre estos agarres se encuentran
aquellos donde la parte central de la horquilla contacta con alguno de los tacos del palé, o
aquellos en los que uno de los lados de la horquilla queda en la parte exterior del palé. Estos
agarres no son los adecuados para que el robot paletizador pueda manipular un palé, sino
que las palas han de pasar entre los tacos y lo más centradas posible para así equilibrar la
carga.
Para contemplar este aspecto relacionado con la tarea que se desea realizar con el palé,
que es su transporte seguro por el robot paletizador, en nuestro algoritmo está prevista la
posibilidad de especicar zonas preferidas de agarre (FM) en los objetos del entorno. En
la manipulación de palés parece claro que la zona preferida de agarre pueden ser los tacos
centrales de cada una de las caras del palé. Entonces se especicará esa zona en FM.
Con este criterio los agarres se producen todos ellos con la pinza situada en los tacos
106 Capítulo 5. Planicación de manipulaciones de un robot paletizador

































(a) θ = 0




















































































































(b) θ = π
2
Figura 5.5: Perl de la frontera de agarre en las orientaciones 0 y π
2
.
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θ =  0
x
y







(a) q1 = (42, 63, 0, 1026)
θ =  −π
x
y







(b) q2 = (83, 62,−π, 1026)
θ =  π/2
x
y







(c) q3 = (61, 46, π2 , 1004)
θ =  −π/2
x
y







(d) q4 = (62, 79,−π2 , 1004)
θ =  π/2
x
y







(e) q5 = (62, 46, π2 , 1004)
θ =  π/2
x
y







(f) q6 = (63, 46, π2 , 1004)
θ =  −π/2
x
y







(g) q7 = (63, 79,−π2 , 1004)
θ =  −π/2
x
y







(h) q8 = (64, 79,−π2 , 1004)
θ =  π/2
x
y







(i) q9 = (52, 46, π2 , 1003)
θ =  π/2
x
y







(j) q10 = (72, 46, π2 , 1003)
θ =  −π/2
x
y







(k) q11 = (53, 79,−π2 , 1003)
θ =  −π/2
x
y







(l) q12 = (73, 79,−π2 , 1003)
Figura 5.6: Robot en las conguraciones de agarre cuando se especica únicamente la zona de
agarre en su horquilla.
108 Capítulo 5. Planicación de manipulaciones de un robot paletizador
centrales del palé (gura 5.7). Las orientaciones de los mejores agarres siguen siendo las
mismas que en el caso anterior (gura 5.8), pero los máximos locales de la frontera de agarre
(gura 5.9) en estas orientaciones permiten discriminar claramente los agarres adecuados a
la tarea que se desea realizar.
θ =  0
x
y







(a) q1 = (18, 63, 0, 132026)
θ =  −π
x
y







(b) q2 = (107, 62,−π, 132026)
θ =  π/2
x
y







(c) q3 = (61, 22, π2 , 132004)
θ =  π/2
x
y







(d) q4 = (62, 22, π2 , 132004)
θ =  π/2
x
y







(e) q5 = (63, 22, π2 , 132004)
θ =  −π/2
x
y







(f) q6 = (62, 103,−π2 , 132004)
θ =  −π/2
x
y







(g) q7 = (63, 103,−π2 , 132004)
θ =  −π/2
x
y







(h) q8 = (64, 103,−π2 , 132004)
Figura 5.7: Robot en las conguraciones de agarre con zona de agarre en la horquilla del robot y
en el los tacos centrales del palé.
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←132026 (83, 62,  −π)
←132004 (62, 79,  −π/2)
←132026 (42, 63,  0)
←132004 (61, 46,  π/2)
Figura 5.8: Frontera de agarre en todas las orientaciones.
5.3.3. Accesibilidad: cálculo del C-espacio libre
Para completar este apartado situaremos nuestro robot paletizador en un entorno (gura
5.10) en el que existen obstáculos como paredes, columnas, estanterías, cajas o palés, y palés
que el robot ha de manipular. Este escenario nos servirá también de base para la planicación
de trayectorias que se explicará en la siguiente sección.
En nuestro método de síntesis de agarres, el hecho de situar el objeto en un escenario
se traduce en representar en la matriz del entorno E∗ tanto los obstáculos como los objetos
movibles. A las celdas ocupadas por los obstáculos se les asignará el valor 1, a las ocupadas
por el objeto movible un 2 y a la zona de agarre FM el valor VFM en el objeto movible
aumentado AE∗. En la matriz del robot A∗ se especicará una zona de agarre en el centro
de la horquilla.
En el escenario 5.10 el robot, las paredes, las columnas (en azul) y los palés presentes
(en negro) se representan con la misma escala que para el robot y el palé a manipular (en
verde). Trabajaremos con a una resolución de 256.
Al aplicar nuestro algoritmo de síntesis de agarres (algoritmo 4.3) se obtienen los mejores
agarres (gura 5.12) en las orientaciones 0, −π y π2 . No se ha seleccionado ningún agarre
en la orientación −π2 , puesto que el robot no puede adoptar conguraciones de agarre en
esa orientación sin colisionar con un palé que está en su entorno. Así, nuestro método de
síntesis de agarres cumple con la característica de accesibilidad que es una de las principales
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(a) θ = 0















































(b) θ = π
2
Figura 5.9: Perl de la frontera de agarre en las orientaciones 0 y π
2
.
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Figura 5.10: Escenario de trabajo del robot paletizador.
x
y
















Figura 5.11: Escenario E∗ y escenario aumentado AE∗ con obstáculos y un objeto movible.
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que se suelen imponer a un agarre ([Cut84], [Ngu86b]) pues no se seleccionará ningún agarre
no alcanzable por el robot. Esto no signica que el robot pueda llegar hasta el punto de
agarre sin colisionar con ningún obstáculo, es decir, exista una ruta accesible, sino que en la
conguración de agarre el robot no colisiona con ningún obstáculo. La tarea de determinar
cómo alcanzar la posición de agarre sin colisionar con ningún obstáculo le corresponde al
planicador de trayectorias como se verá en las siguientes secciones.
θ =  0
x
y






(a) q1 = (82, 127, 0, 142020)
θ =  0
x
y






(b) q2 = (82, 128, 0, 142020)
θ =  0
x
y






(c) q3 = (82, 129, 0, 142020)
θ =  −π
x
y






(d) q4 = (115, 126,−π, 142020)
θ =  −π
x
y






(e) q5 = (115, 127,−π, 142020)
θ =  −π
x
y






(f) q6 = (115, 128,−π, 142020)
θ =  π/2
x
y






(g) q7 = (98, 107, π2 , 132130)
Figura 5.12: Robot en las conguraciones de agarre en un escenario con obstáculos y con objetos
movibles.
En la gura 5.13 se muestra en 2D la frontera de agarre en las orientaciones 0, −π, π2
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y −π2 . La frontera de agarre es por denición la frontera exterior de los objetos de nuestro
escenario proyectados en el C-espacio. Por tanto, toda la zona interior de esta frontera son
conguraciones del C-espacio donde el robot colisiona con los obstáculos del entorno. Para
las tres orientaciones donde se realizan agarres los valores más altos de esta frontera (guras
5.13(a), 5.13(b) y 5.13(c)) se han destacado en color rojo. En la orientación −π2 que produce
colisión no existe ningún punto en la frontera de agarres (gura 5.11) donde se obtengan
valores máximos.
(a) θ = 0 (b) θ = −π
(c) θ = π
2






















(d) θ = −π
2
Figura 5.13: Frontera de agarre en las orientaciones 0, −π y π
2
donde se producen los agarres y
en −π
2
donde no es posible agarrar el objeto.
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5.4. Planicación de trayectorias
Una vez determinado el conjunto de las conguraciones de agarres (ordenado de mayor
a menor calidad), el siguiente paso es el cálculo de la trayectoria a seguir por el robot hasta
alcanzar las conguraciones de agarre. Teniendo en cuenta que nuestro robot paletizador no
puede girar libremente en el espacio de trabajo (sus ruedas no pueden deslizarse lateralmente)
estará por tanto sujeto a restricciones no holónomas en sus movimientos. A esta clasicación
se adscriben los vehículos rodados, debido a la imposición de no deslizamiento del punto de
contacto de las ruedas.
Existen diferentes enfoques y métodos que tratan de dar respuesta al problema de la
planicación de movimientos en sistemas no holónomos y, en particular, a los robots tipo
coche. Pero encontrar la solución óptima global se presenta como un problema muy complejo.
Por ello, algunos de los métodos para obtener trayectorias en este tipo de vehículos son
heurísticos. En este trabajo se utilizará una simplicación del problema que bajo ciertas
restricciones permite reducirlo a un problema únicamente geométrico.
En esta sección se expondrán estas restricciones y se explicará el método que vamos
a utilizar para calcular los caminos más cortos en sistemas no holónomos . Como estamos
realizando una tarea de manipulación, primero aplicaremos el método para calcular las rutas
en las que el robot se mueve solo, caminos de tránsito, y una vez que el robot llegue a la
conguración de agarre y coja el objeto aplicaremos el mismo método para calcular los
caminos de transferencia.
5.4.1. Planicación de trayectorias en sistemas no holónomos
Es conocido que un coche no se puede conducir lateralmente porque las ruedas traseras
tendrían que deslizarse en lugar de girar. Si las cuatro ruedas pudieran girar simultáneamente
en la dirección del estacionamiento, aparcar un coche sería trivial. Las complicaciones de la
maniobra de aparcar un coche están causadas por las restricciones de giro.
Figura 5.14: El coche sencillo.
Un coche se puede modelar como un cuerpo rígido que
se mueve en el plano. Una conguración se denota por q =
(x, y, θ). El origen del sistema de referencia del coche se sitúa
en el centro del eje trasero y los puntos del eje x a lo largo
del eje principal del coche. s denota la velocidad (con signo)
del coche y φ el ángulo de la dirección (en la orientación de
las ruedas de la gura 5.14 es negativo). La distancia entre
los ejes trasero y delantero se representa por L. Si el ángulo
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de dirección (steering angle) se ja en φ, el coche gira con
un movimiento circular con un radio de giro ρ. Obsérvese
que ρ se puede hallar como la intersección de los dos ejes en la gura 5.14 (el ángulo entre
estos ejes es |φ|).
Utilizando esta notación el movimiento del coche se representa por un conjunto de ecua-
ciones de la forma [LaV06]
.
x= f1(x, y, θ, s, φ)
.
y= f2(x, y, θ, s, φ) (5.1)
.
θ= f3(x, y, θ, s, φ)
En un intervalo de tiempo pequeño 4t, el coche se mueve aproximadamente en la di-
rección a la que apuntan las ruedas traseras. En el límite cuando 4t tiende a 0 se cumple







y tan θ = sin θcos θ , esta condición se puede escribir como una
restricción de Pfaan:
− .x sin θ+
.
y cos θ = 0 (5.2)
Esta condición se cumple si
.
x= cos θ y
.
y= sin θ. Cualquier múltiplo escalar de la solución
es también una solución; el factor de escala se corresponde directamente con la velocidad s
del coche. Así las dos primeras ecuaciones para representar el movimiento de un coche son
.
x= s cos θ y
.
y= s sin θ.
El siguiente paso es obtener
.
θ. Sea w la distancia recorrida por el coche (la integral de
la velocidad). Como se muestra en la gura 5.14, ρ representa el radio de un círculo que
es trazado por el centro en el eje trasero, si el ángulo de la dirección es jo. Obsérvese que





Dividiendo a ambos lados por dt y utilizando el hecho de que
.






Así se ha modelado el movimiento del coche pero no se han denido las variable de
actuación. Supóngase que la velocidad s y el ángulo de la dirección φ se especican direc-
tamente con las variable de actuación us y uφ, respectivamente. Obsérvese que las variables
de actuación se denotan con la letra u y un subíndice. De esta forma es más fácil localizar
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las variables de actuación en las ecuaciones. Con esta notación el conjunto de ecuaciones de
movimiento de un coche sencillo es
.
x = us cos θ
.






En las expresiones 5.5 hay que especicar U , las variables de actuación de la forma
u = (us, uθ). Los posibles valores del ángulo de la dirección us están en el intervalo [−π2 ,
π
2 ]
pero los valores −π2 y
π
2 presentan problemas, puesto que las ruedas delanteras no pueden
girar tanto, ya que colisionarían con su eje. Por tanto, un coche sencillo tiene un máximo
ángulo de dirección, φmax < π2 y como puede observarse en la gura 5.14 un máximo ángulo
de dirección implica un mínimo radio de giro ρmin.
En cuanto a la velocidad us, un vehículo real tiene una velocidad máxima y su compor-
tamiento cambia drásticamente dependiendo de la velocidad. Por ejemplo, no se intentará
girar el mínimo ángulo a 140km/h. Se supone implícitamente que un coche sencillo se mue-
ve a velocidad reducida debido a que en estas condiciones se pueden despreciar los efectos
dinámicos. Así, la velocidad se restringe a los valores us ∈ {−1, 0, 1} sin que esto afecte a
las conguraciones que el coche puede adoptar.
Basándose en estas consideraciones respecto a la velocidad y el ángulo de giro se pueden
considerar varios modelos cinemáticos simplicados de vehículos con ruedas, entre ellos:
Un coche sencillo: U = [−1, 1] × [−φmax, φmax]. Imponiendo que |uφ| ≤ φmax < π2 se
obtienen un coche con mínimo radio de giro ρmin = Ltanφmax .
El coche de Reeds-Shepp: La velocidad se restringe a los valores us ∈ {−1, 0, 1}.
Intuitivamente en este modelo la velocidad puede tener tres valores: todo hacia atrás,
parado y todo hacia adelante.
El coche de Dubins: La velocidad se restringe a los valores us ∈ {0, 1}; es decir, respecto
al coche de Reeds-Shepp se elimina la marcha atrás.
5.4.2. Caminos más cortos para un robot tipo coche
El estudio de los caminos más cortos en ausencia de obstáculos para un sistema similar
a un robot tipo coche fue realizado por Dubins [Dub57]. El control de velocidad lineal u1
es jo e igual a 1. Dubins demuestra que los caminos más cortos son curvas de clase C1
compuestas de arcos de círculos de radio 1 y segmentos de líneas rectas. Reeds y Shepp
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[RS90] extienden el trabajo de Dubins considerando que el control de velocidad lineal u1
puede tener valores positivos y negativos.
En este tipo de vehículos se puede restringir su conjunto de movimientos a los especi-
cados por unas pocas primitivas de movimiento (Ej. girar a la derecha, ir recto, girar a la
izquierda). Las curvas de Dubins y/o Reeds y Shepp denen el camino más corto entre una
posición inicial y otra nal restringiendo los movimientos a una combinación de unas pocas
primitivas.
5.4.2.1. El coche de Dubins
En la versión de Dubins de un coche sencillo se supone que el coche se mueve únicamente
hacia adelante y a velocidad constante, us = 1. Otra importante restricción es que cuando
gira lo hace con el máximo ángulo de giro de la dirección φmax, que resulta en un mínimo
radio de giro del vehículo ρmin.
Puesto que la velocidad es constante, el sistema se puede simplicar a:
.
x = cos θ
.
y = sin θ (5.6)
.
θ = u
donde u se elige en el intervalo U = [− tan θmax, tan θmax]. Por simplicidad, se supone que
tan θ = 1. Los resultados son válidos para cualquier φmax ∈ (0, π2 ).
Como se demuestra en [Dub57], entre cuales quiera dos conguraciones, el camino más
corto para el coche de Dubins se puede expresar siempre como una combinación de no más
de tres primitivas de movimiento. Cada primitiva de movimiento aplica una acción constante
durante un intervalo de tiempo. Mas aún, las únicas acciones para seguir el camino más corto
son u ∈ {−1, 0, 1}. Las primitivas y sus símbolos asociados se muestran en la tabla 5.1. La
primitiva S conduce el vehículo en línea recta. Las primitivas L y R producen giros todo a





Tabla 5.1: Las tres primitivas de movimiento con las que construir las curvas óptimas para el coche
de Dubins
Utilizando estos símbolos, todos los caminos más cortos se expresan con una secuencia de
estos tres símbolos que se corresponden con el orden en el que se ejecutan las primitivas. A
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cada una de estas secuencias se les denomina palabra. Dubins demostró que sólo seis palabras
son óptimas:
{LRL,RLR,LSL,LSR,RSL,RSR} (5.7)
El camino más corto entre dos conguraciones cualesquiera (qI , qG) se puede siempre
caracterizar por una de estas palabras, que se denominan las curvas de Dubins. Para ser más
precisos, también se puede expresar la duración de cada primitiva. Para L o R, un subíndice
denotará la rotación total que se ha acumulado durante la aplicación de la primitiva. Para
S, el subíndice indica la distancia recorrida. Así, las curvas de Dubins se puede caracterizar
de una forma más precisa como:
{LαRβLγ , RαLβRγ , LαSdLγ , LαSdRγ , RαSdLγ , RαSdRγ} (5.8)
donde α, γ ∈ [0, 2π) , β ∈ (π, 2π), y d ≥ 0. La gura 5.15 muestra dos casos. Obsérvese que
β debe ser mayor que α (si fuera menor, las curvas óptimas serían otras).
Figura 5.15: Trayectorias de dos de las curvas de Dubins en W = R2
5.4.3. Algoritmo propuesto para el cálculo de las curvas de Dubins
En esta sección se describirá el algoritmo desarrollado en esta tesis doctoral para obtener
las curvas de Dubins como método de cálculo del camino más corto entre dos conguraciones
en ausencia de obstáculos bajo ciertas restricciones. Estas restricciones, que son las mismas
que en el coche de Dubins, son: (1) no es posible retroceder, (2) se avanza siempre a velocidad
constante (velocidad nominal) (3) los giros son con radio mínimo. En estas condiciones el
problema de la planicación de movimientos en sistemas no holónomos, como los vehículos
con ruedas tipo coche, se reduce a un problema geométrico.
El algoritmo que proponemos es el algoritmo 5.1. Los parámetros de entrada son: con-
guración inicial (qi), conguración nal (qf ), velocidad nominal (v) y radio mínimo de giro
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(r). Las conguraciones inicial y nal se especicarán por su posición y orientación en el
plano. La velocidad es constante y debe jarse a un valor moderado para que se puedan
despreciar los efectos de la dinámica. El mínimo radio de giro del vehículo vendrá dado por
el máximo ángulo de giro de la dirección del robot.
El primer lugar se calculan los incrementos correspondientes para los puntos de las rutas
(líneas 2 y 3 del algoritmo 5.1) tanto para los movimientos de giro (todo a izquierda o todo
a derecha) como en los de línea recta (todo hacia adelante). El siguiente paso consiste en
trazar en cada una de las conguraciones dos circunferencias de radio igual al mínimo radio
de giro del vehículo, una en el sentido de giro positivo y otra en el negativo (líneas 4 a 7 del
algoritmo 5.1). Tomaremos la convención de que los giros positivos son giros a la izquierda
(antihorario) y los negativos giros a la derecha (horario).
Una vez trazadas las circunferencias y para cada una de las 4 primitivas posibles: LSL,
RSR, LSR y RSL (gura 5.16), se trazan las dos rectas tangentes que unen cada circunfe-
rencia de origen con cada circunferencia de destino. De las dos tangentes se determina la
que es factible teniendo en cuenta el sentido del giro (líneas 9 y 15 del algoritmo 5.1). Los
puntos en salida y en llegada de la tangente seleccionada son los puntos de salida (n) del
movimiento de giro inicial y de llegada (inicio) del movimiento de giro nal. En la gura 5.16
se representan las dos tangentes (en línea continua la tangente posible según el sentido del
giro y en línea discontinua la que no lo es) para cada una de las primitivas de movimiento.
El siguiente paso es la construcción de la ruta (líneas 16 a 24 del algoritmo 5.1) que estará
formada por la concatenación de los movimientos de giro desde la conguración inicial hasta
la conguración de salida calculada, de linea recta hasta la conguración de llegada calculada
(la tangente posible según el sentido del giro) y de giro desde la conguración de llegada
hasta la conguración nal.
Todos los cálculos geométricos asociados al algoritmo se detallarán en los siguientes
apartados.
5.4.3.1. Validación del algoritmo
Para explicar y validar nuestro algoritmo analizamos un ejemplo. En la gura 5.17 se
representa una conguración inicial qI = (−30, 30, 0) y una nal qG = (30,−30, π4 ). En esta
gura las conguraciones se representan como un punto en los ejes x e y del sistema de coor-
denadas y la orientación θ se representa con un vector de color azul. En cada conguración
se han trazado dos circunferencias cuyo radio es un determinado mínimo radio de giro, una
para el giro positivo (en color rojo) y otra para el negativo (en color azul).
En las guras 5.18, 5.19, 5.20 y 5.21 se muestran las curvas LSL, RSR, RSL y LSR
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Algoritmo 5.1: Cálculo de las curvas de Dubins
Entrada: Conguración inicial (qI = (xi, yi, θi), conguración nal (qF = (xf , yf , θf ), velocidad (v)
y radio mínimo de giro (r)
Salida: Curvas de Dubins (Rutapp, Rutann, Rutanp, Rutapn)
1 Inicio
2 ∆s = v ∗∆t← Obtener el incremento en el desplazamiento;
3 ∆θ = (v/r) ∗∆t← Obtener el incremento angular;
4 CIRC_POSout ← Construir una circunferencia de radio r en sentido positivo en la
conguración de salida qI ;
5 CIRC_NEGout ← Construir una circunferencia de radio r en sentido negativo en la
conguración de salida qI ;
6 CIRC_POSin ← Construir una circunferencia de radio r en sentido positivo en la conguración
de llegada qF ;
7 CIRC_NEGin ← Construir una circunferencia de radio r en sentido negativo en la
conguración de llegada qF ;
//curvas posibles: LSL, RSR, LSR y RSL
8 para i desde 1 hasta 4 hacer
9 θc ← Determina dirección de conexión;
10 α1 ← Dirección (en salida) de la primera tangente que une las dos circunferencias;
11 α2 ← Dirección (en salida) de la segunda tangente que une las dos circunferencias;
12 β1 ← Dirección (en llegada) de la primera tangente que une las dos circunferencias;
13 β2 ← Dirección (en llegada) de la segunda tangente que une las dos circunferencias;
14 α← Seleccionar entre las tangentes de salida la más próxima a θc;
15 β ← Seleccionar entre las tangentes de entrada la más próxima a θc;
16 A← Calcular el punto de salida;
17 B ← Calcular el punto de llegada;
18 S ← Determina la recta de conexión (recta que une A con B);
19 θout ← Determina orientación de salida;
20 Gout ← Construir el giro de salida desde θout hasta θc;
21 Rutai = concatenar(Gout, S) ; //Añade S (la recta)
22 θin ← Determina orientación de entrada;
23 Gin ← Construir el giro de llegada desde θc hasta θin;
24 Rutai = concatenar(Rutai, Gin) ; //Añade el giro de llegada
25 Curvas de Dubins ← Ordenar las rutas (Rutasi) primero la más corta;
5.4. Planicación de trayectorias 121
Figura 5.16: Cálculo de las curvas de Dubins.





























Figura 5.17: Circunferencias con sentido positivo y negativo en la conguración inicial y nal.
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resultantes al aplicar nuestro algoritmo. En la parte izquierda de las guras se muestra un
esquema de cómo se realiza el cálculo y la parte derecha la representación de las curvas
calculadas en una simulación realizada en Matlab. En estas guras las circunferencias de
giro positivo se dibujan en color rojo y las de giro negativo en color azul. La recta tangente
que une la circunferencia de origen con la de destino (la tangente posible según el sentido
del giro) se representa en color negro y en trazo más grueso. Este es el movimiento en línea
recta (S). El movimiento inicial de giro se produce desde la conguración inicial (dibujada
en su posición en las guras con un vector en color rojo que representa su orientación)
hasta la conguración de salida en la circunferencia donde comenzaría el movimiento S. El
movimiento nal de giro se produce desde la conguración de llegada del movimiento en
línea recta hasta alcanzar la conguración nal deseada (dibujada también en las guras en
su posición con un vector de color rojo en su orientación).
(a) Esquema















(b) Representación de la ruta
Figura 5.18: Curva de Dubins LSL.
En la simulación realizada en Matlab (parte derecha de las guras 5.18, 5.19, 5.20 y
5.21) las coordenadas de las rutas obtenidas se representan como un punto en los ejes de
coordenadas (x, y) y su orientación con un vector de color verde.
5.4.4. Cálculo geométrico de las curvas de Dubins
En el algoritmo 5.1 se han utilizado una serie de operaciones, como por ejemplo obtener
la circunferencia de salida, obtener la tangente posible según el sentido del giro o construir
la ruta de giro de entrada, pero no se han aportado las expresiones matemáticas con la que
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(a) Esquema















(b) Representación de la ruta
Figura 5.19: Curva de Dubins RSR.
(a) Esquema















(b) Representación de la ruta
Figura 5.20: Curva de Dubins RSL.
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(a) Esquema















(b) Representación de la ruta
Figura 5.21: Curva de Dubins LSR.
obtener lo deseado. Algunas de estas operaciones merecen una explicación más detallada
que abordaremos en esta sección.
En las dos primeras líneas del algoritmo 5.1 se obtienen los incrementos que vamos a
considerar tanto para los desplazamientos en línea recta ∆s como en los movimientos de
giro ∆θ con las expresiones
∆s = v ∗∆t
∆θ = (v/r) ∗∆t
(5.9)
donde v es la velocidad constante jada en función de los parámetros de entrada del algo-
ritmo, r el radio mínimo de giro e ∆t es el incremento temporal con el que se trabaja.
El siguiente paso es el cálculo de las circunferencias de radio r: una en sentido positivo
y otra en el negativo que se trazan en la conguración inicial y en la nal (líneas 4 a 7 del
algoritmo 5.1). Para ello, primero obtendremos su centro y luego su ecuación. El centro de
las circunferencias se calcula con la expresión
XC = (xj − r cos(θj ±
π
2




donde (xj , yj , θj) representa la conguración (inicial y nal) desde la que se va a trazar la
circunferencia. Aplicando esta expresión, tanto para la conguración inicial como para la
nal, obtenemos el centro de las circunferencias de sentido positivo y negativo en salida y
en llegada. Para las circunferencias de giro positivo aparece −π2 y para el giro negativo se
tiene +π2 .
Conocidas las coordenadas del centro, calculamos los puntos de las circunferencias me-
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diante
CIRC = (XC + (r cos θ, r sin θ)), , θ ∈ [0, 2π) (5.11)
donde los valores de θ están discretizados en intervalos de ∆θ.
Para determinar la dirección de conexión (θc) entre la posición inicial y la nal (línea 9 del
algoritmo 5.1) se calcula la dirección del vector unitario que une el centro de la circunferencia






donde XC_in y XC_out son las coordenadas del centro de la circunferencia de entrada y
de salida respectivamente, previamente calculadas con la expresión 5.10. La dirección de
conexión en las circunferencias se obtiene con la expresión
θc = θu ± π/2 (5.13)
con signo positivo para los giros negativos y negativo para los giros positivos.
Para calcular la dirección en salida y en llegada de las dos tangentes que unen las circun-
ferencias (líneas 10 a 13 del algoritmo 5.1) utilizaremos la propiedad de que las tangentes
son perpendiculares al radio y por tanto su producto escalar es 0. Primero se determinan





Las direcciones de las dos tangentes (α1 y α2) satisfacen estas ecuaciones
−→ur(α1) · −→uc = 0
−→ur(α2) · −→uc = 0
(5.15)
De las dos tangentes posibles se selecciona la única posible según el sentido del giro que será
la más próxima a la dirección de conexión (líneas 14 y 15 del algoritmo 5.1)
α, , |α− θc| = mini∈1,2|αi − θc| (5.16)
Conocidas ya las direcciones de salida y de llegada, podemos obtener los puntos que hay que
unir (líneas 16 y 17 del algoritmo 5.1) y seguir en línea recta. Así, ambos puntos se obtienen
con la expresión
A ∈ CIRC, ,A = XC + (r cosα, r sinα) (5.17)
Para el punto de salida, XC es el centro de la circunferencia de salida, r el radio y α la
dirección de la tangente de salida. Mientras que para el punto de llegada, XC es el centro
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de la circunferencia de llegada y α la dirección de la tangente en la circunferencia de llegada
(en el algoritmo 5.1 a las tangentes en llegada las hemos denominado como β) . El recorrido
S es la línea recta que une el punto de salida en la circunferencia de salida con el punto de
llegada en la circunferencia de llegada.
El siguiente paso es obtener los movimientos circulares desde la conguración de salida
hasta el punto de salida de la tangente de conexión y desde el punto de llegada en la tangente
a la conguración de destino. En primer lugar, determinaremos la orientación de salida y de
entrada en sus respectivas circunferencias con la expresión
θio = θr ±
π
2
, , θio ∈ [0, 2π) (5.18)
con signo positivo para los giros negativos y negativo para los giros positivos. Para calcular
la orientación de salida (línea 19 del algoritmo 5.1) θr es la orientación en la conguración
inicial (θi) y para la orientación de llegada (línea 22 del algoritmo 5.1) θr es la orientación
en la conguración nal (θf ) .
Las expresiones para determinar los movimientos de giro son diferentes en función del
sentido del giro y si se trata de la circunferencia de salida o de la de entrada. Comenzaremos
con el giro positivo o a izquierda (L) de salida. Si la orientación de salida es menor que la
orientación de conexión θio < θc, el movimiento de giro positivo va desde la orientación de
salida hasta la orientación de conexión.
L1 = CIRC_POS(θio, θc) (5.19)
En caso contrario, el movimiento de giro positivo es la concatenación de los tramos desde la
orientación de salida hasta 2π y desde 0 hasta la orientación de conexión.
L11 = CIRC_POS(θio, 2π)
L12 = CIRC_POS(0, θc)
L1 = concatenar(L11, L12)
(5.20)
Para el mismo giro pero en llegada, si la orientación de conexión es menor que la orienta-
ción de la salida θc < θoi, el movimiento de giro positivo va desde la orientación de conexión
hasta la orientación de llegada o nal.
L2 = CIRC_POS(θc, θio) (5.21)
En caso contrario, el movimiento de giro positivo es la concatenación de los tramos desde la
orientación de conexión hasta 2π y desde 0 hasta la orientación de llegada.
L21 = CIRC_POS(θc, 2π)
L22 = CIRC_POS(0, θio)
L2 = concatenar(L21, L22)
(5.22)
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Para nalizar consideraremos los giros negativos o a derecha (R) diferenciando salida y
llegada, al igual que hemos hecho con los giros positivos. En salida, si la orientación de salida
es mayor que la orientación de conexión θoi > θc, el movimiento de giro negativo va desde la
orientación de salida hasta la orientación de conexión. Como la circunferencia es de sentido
negativo (los ángulos decrecen) el tramo obtenido ha de recorrerse en sentido inverso.
R1 = CIRC_NEG(θoi, θc) (5.23)
En caso contrario, el movimiento de giro negativo es la concatenación de los tramos desde
la dirección de salida hasta 0 y desde 2π hasta la dirección de conexión. Igualmente los
recorrido ha de realizarse en sentido inverso.
R11 = CIRC_NEG(θio, 0)
R12 = CIRC_NEG(2π, θc)
R1 = concatenar(R11, R12)
(5.24)
Para el mismo giro en llegada, si la orientación de conexión es mayor que la orientación
de llegada θc > θio, el giro negativo de llegada va desde la orientación de conexión hasta la
orientación de salida.
R2 = CIRC_NEG(θc, θio) (5.25)
En caso contrario, el movimiento de giro negativo es la concatenación del tramo desde la
orientación de conexión hasta 0 y el tramo desde 2π hasta la orientación de salida. Todos
los recorridos se han de realizar en sentido inverso.
R21 = CIRC_NEG(θc, 0)
R22 = CIRC_NEG(2π, θio)
R2 = concatenar(R21, R22)
(5.26)
5.4.5. Validación de los cálculos geométricos de la curva LSR
Para ilustrar los cálculos descritos en esta sección tomaremos como ejemplo la curva LSR
(positivo/recto/negativo) (gura 5.21) y el esquema de la gura 5.22, donde la conguración
inicial es qi = (−30, 30, 0) y la nal qf = (30,−30, π4 ).
En primer lugar obtenemos los incrementos en los desplazamientos en línea recta y en
los giros con la expresión 5.9. Con estos valores se discretizarán los movimientos lineales y
circulares, respectivamente.
En la conguración inicial se traza la circunferencia positiva (en rojo en la gura 5.22).
Para calcular su ecuación, primero obtenemos el centro con la expresión 5.10, considerando
θj +
π
2 , donde θj es la orientación de la conguración inicial. La ecuación de la circunferen-
cia positiva se obtiene con la expresión 5.11. De igual forma se obtiene la ecuación de la
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circunferencia negativa (en color azul en la gura 5.22) de llegada. El centro de la circun-
ferencia negativa en llegada se obtiene con la expresión 5.10, considerando θj − π2 , donde
θj es la orientación de la conguración nal. La ecuación que representa a la circunferencia
negativa se obtiene con la expresión 5.11. En ambas circunferencias los valores de θ están
discretizados en intervalos de ∆θ.
Figura 5.22: Esquema del cálculo de la curva de Dubins LSR
La dirección de la conexión de ambas circunferencias (θc en la gura 5.22) se calcula a
partir de la expresión 5.12 y posteriormente restando π2 en la expresión 5.13 al ser el giro de
salida positivo.
El movimiento en línea recta es la tangente que une el punto de salida en la circunfe-
rencia de salida y el punto de entrada en la circunferencia de llegada cuando recorremos las
circunferencias en el sentido del giro. Estos puntos aparecen etiquetados como A y B, res-
pectivamente, en la gura 5.22 y han sido obtenidos con la expresión 5.17. Para determinar
A aplicando la expresión 5.17, XC son las coordenadas del centro de la circunferencia de
salida y α es α2 que es, de las orientaciones donde se producen las tangentes (α1 y α2) en la
circunferencia de salida, la más próxima al sentido del giro. Para determinar B con la misma
expresión, XC son las coordenadas del centro de la circunferencia de llegada y α es β1 que
es, de las orientaciones donde se producen las tangentes (β1 y β2) en la circunferencia de
llegada, la más próxima al sentido del giro.
5.5. Planicación de manipulaciones 129
El movimiento circular de salida (gura 5.22) es la concatenación de dos tramos L11 y
L12 que se calculan con la expresión 5.20 . El primero desde la orientación de salida θout
hasta 2π y el segundo desde 0 hasta la orientación de conexión θc. θout se ha calculado con
la expresión 5.18, siendo θr la orientación de la conguración inicial y considerando −π2 al
tratarse de un giro positivo.
El movimiento circular de llegada (gura 5.22) es la concatenación de dos tramos R21 y
R22 que se calculan con la expresión 5.26 . El primero desde la orientación de conexión θc
hasta 0 y el segundo desde 2π hasta la orientación de llegada θin. θin se ha calculado con
la expresión 5.18, siendo θr la orientación de la conguración nal y considerando +π2 al
tratarse de un giro negativo. Ambos tramos han de recorrerse en sentido inverso al tratase
de giros negativos donde el ángulo decrece.
El movimiento completo dibujado en color verde en la gura 5.22 estaría formado por la
concatenación del movimiento circular positivo de salida (L11 y L12), el tramo en línea recta
(S) y el movimiento circular negativo de llegada (R21 y R22). En el apéndice A se detallan
los algoritmos para cada una de las cuatro curvas de Dubins utilizando las expresiones
matemáticas descritas en esta sección. Además se aporta un esquema similar al de la gura
5.22 que utilizando la notación del algoritmo permite entender las operaciones geométricas
realizadas.
5.5. Planicación de manipulaciones
Una vez expuestos los procedimientos de determinación de agarres, de obtención de tra-
yectorias en robots con restricciones no holónomas y teniendo en cuenta que como parte de
nuestro método de síntesis de agarres obtenemos también la representación de los obstácu-
los en el espacio de las conguraciones, en esta sección se va a describir el procedimiento
completo de manipulación integrando todos estos aspectos.
5.5.1. Algoritmo de manipulación propuesto
Una tarea de manipulación consiste en dado un entorno donde existen objetos jos
y objetos movibles, el robot debe agarrar un objeto y transportarlo a una determinada
conguración nal. El algoritmo propuesto (algoritmo 5.2) consta de los siguientes pasos:
(1) determina las conguraciones de agarre, (2) calcula los caminos de tránsito desde
una conguración de partida hasta alcanzar una conguración de agarre, y (3) calcula los
caminos de transferencia desde la conguración de agarre hasta la conguración nal deseada
considerando que el robot transporta el objeto.
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Algoritmo 5.2: Algoritmo de manipulación
Entrada: Conguración inicial (qI), conguración nal (qG), matriz del robot (A∗), matriz del
entorno (E∗), zona de agarre de la pinza (FA), zona preferida de agarre del objeto (FM),
factor de agarre (k), umbral (u), resolución (N), velocidad (v) y radio mínimo de giro del
robot (r)
Salida: Caminos de transferencia (Ctransferencia), caminos de tránsito (Ctransito)
1 Inicio
2 (Qgrasp, CE∗) = calculaAgarres(A∗, E∗, FA, FM, k, u,N) ; /*Determinar las
configuraciones de agarre ordenadas de mayor a menor calidad*/
3 noFinAgarres = true;
4 i = 1 ; /*Caminos de tránsito*/
5 mientras ∃Qgrasp(i) ∧ noFinAgarres hacer
6 Cdubins = calculaDubins(qI , Qgrasp(i), v, r) ; /*Calcular curvas Dubins ordenadas
primero las mas cortas*/
7 noFinCurvas = true;
8 j = 1;
9 mientras ∃Cdubins(j) ∧ noFinCurvas hacer
10 si noHayColisiones(CE∗, Cdubins(j)) entonces
11 noFinCurvas = false;
12 Ctransito = Cdubins(j)
13 si no
14 j = j + 1;
15 si noFinCurvas entonces
16 i = i+ 1 ; /*Ninguna de las curvas son realizable, comprobar el siguiente
agarre*/
17 si no
18 noFinAgarres = false;
19 si noFinAgarres entonces
20 Ctransito =  ; /*Ninguno de los agarres es posible*/
21 si no
/*Caminos de transferencia */
22 At ← Obtener la matriz que representa al robot con el objeto agarrado;
23 Et ← Obtener la matriz del entorno sin el objeto agarrado por el robot;
24 CEt = obtenerCObstaculo(At, Et);
25 Cdubins = calculaDubins(Qgrasp(i), qG, v, r);
26 noFinCurvas = true;
27 j = 1;
28 mientras ∃Cdubins(j) ∧ noFinCurvas hacer
29 si noHayColisiones(CEt, Cdubins(j)) entonces
30 noFinCurvas = false;
31 Ctransferencia = Cdubins(j);
32 si no
33 j = j + 1;
34 si noFinCurvas entonces
35 Ctransferencia =  ; /*Ninguna de las curvas son realizables*/
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En la línea 2 del algoritmo 5.2 se calculan las conguraciones de agarre con el algoritmo
adecuado en cada caso, según lo expuesto en el capítulo 4. El algoritmo de agarres toma como
entradas las matrices que representa al robot (A∗) y al entorno (E∗). Si se desean especicar
zonas de agarre en robot y/o en el objeto movible se especicarán, respectivamente, en FA
y en FM. El algoritmo del cálculo de agarres devuelve el conjunto Qgrasp formado por las
conguraciones ordenadas de mayor a menor calidad en las que el robot puede agarrar el
objeto movible. Además, y como parte del proceso de determinación de los mejores agarres,
se obtiene también CE∗ que es la proyección de los obstáculos en el C-espacio. CE∗ se
utilizará como entrada en el test de colisiones dentro del planicador de movimientos.
El siguiente paso de nuestro planicador será hallar el camino de tránsito desde la posición
actual del robot hasta la conguración de agarre. En este camino el robot se mueve sin carga
hasta la conguración en la que agarrará al objeto. Para determinar los caminos de tránsito
se hallarán las curvas de Dubins (línea 6 del algoritmo) desde la conguración actual del
robot hasta la conguración de agarre. Para el cálculo de las curvas se utiliza el algoritmo
A.1 que devuelve las 4 curvas posibles ordenadas según la distancia recorrida (primero la
más corta). En el siguiente paso (líneas 9 a 14) del planicador de caminos se evalúan si las
curvas son o no factibles (si colisionan o no con algún obstáculo). Para ello se realiza un test
de colisiones utilizando CE∗. Se verica para cada una de las conguraciones que forman las
curvas si su valor de CE∗ es 0 (no hay colisión) o mayor que 0 (hay colisión). Este proceso
se repite hasta que se encuentre el primer agarre realizable con la ruta más corta posible o
sin resultados si ninguno de los agarres es realizable. Así se completaría la obtención de los
caminos de tránsito (líneas 5 a 14 del algoritmo).
Si se ha obtenido un camino de tránsito, el siguiente paso es hallar los caminos de
transferencia. Es decir, los caminos en los que el robot traslada el objeto a la conguración
de destino. El proceso de obtención de los caminos de transferencia se realizan entre las líneas
22 y 33 del algoritmo de manipulación. En primer lugar se obtiene la matriz que representa
al robot con el objeto agarrado que formará el nuevo robot. En la matriz que representa el
entorno no se considera el objeto trasladado por el robot. Con estas matrices se determina
CE∗, que al igual que en la determinación de los caminos de tránsito, se utilizará en el test
de colisiones. Las curvas de Dubins se calculan ahora entre la conguración de agarre y la
conguración nal donde hay que depositar el objeto. Y para nalizar, y de igual forma
que para los caminos de tránsito, se verica si todas las conguraciones que conforman la
ruta colisiona o no con un obstáculo, consultando para cada una de ellas su valor en CE∗.
El proceso termina al encontrar la curva más corta que sea realizable (no colisione con los
obstáculos) o sin resultados si ninguna de las curvas es realizable.
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5.5.2. Resultados de validación del algoritmo
Como ejemplo para validar nuestro algoritmo de manipulación de objetos por un robot
paletizador (un sistema no holónomo) que se mueve en un entorno con la presencia de
paredes, estanterías, columnas, cajas, etc., se ha realizado una simulación en Matlab.
Sea un escenario como el que se muestra en la Figura 5.23, en el que existen cinco objetos
jos en color azul (una pared, dos columnas y 3 palés) y uno movible en color verde (un palé).
El objeto movible es un palé europeo. Todos ellos se han representado a escala 1:50, donde
cada pixel representa 10cm. Este escenario es el mismo que se ha utilizado en el apartado
de determinación de las conguraciones de agarre de este mismo capítulo.
El primer paso es la determinación de las conguraciones de agarre del paléM1 cuando se
utiliza la carretilla paletizadora A. El procedimiento descrito en la sección 5.3.3 determina
para este escenario 7 conguraciones de agarre, ordenadas por el valor de la frontera de
agarre (según nuestro criterio de calidad de agarres). Estas conguraciones trasladadas a
nuestro escenario se marcan con asteriscos de color rojo en la gura 5.23. Las tres primeras
conguraciones, las situadas a la derecha del palé, al igual que las tres siguientes, situadas
a la izquierda, están muy próximas. Por esta razón, solo están representadas en la gura
por un asterisco. Los valores de las conguraciones de agarre en el sistema de referencia de
nuestro escenario son los que se muestran en la primera columna de la tabla 5.2 ordenados
de mayor a menor calidad. Las tres primeras están a la izquierda del palé y se corresponden
con el agarre por la parte ancha del mismo; los tres siguientes a la derecha también por la
parte ancha; y el último en la parte inferior donde el robot agarraría al palé por la parte
estrecha. El otro agarre por la parte estrecha superior no es posible puesto que en ese punto
el robot colisiona con el palé B3.
La tarea de manipulación consistirá en que el robot situado en la conguración inicial
qI = (−8.0,−8.0, π2 ) agarre el palé M1 y lo traslade a la conguración nal qG = (6, 2.5,
π
2 )
(marcada en color verde en la gura 5.23).
El siguiente paso es la planicación de los caminos de tránsito para un robot no holónomo
como es el robot paletizador. Los pasos del planicador son (1) calcular las curvas de Dubins
y (2) vericar si son realizables; es decir, no existe colisión con ningún obstáculo (líneas 5 a
18 del algoritmo 5.2).
Para cada una de las conguraciones de agarre se calculan las curvas de Dubins desde la
conguración inicial a cada una de las conguraciones de agarre calculadas. El procedimiento
del cálculo de las curvas de Dubins devuelve las cuatro rutas posible ordenadas primero la
más corta. Las rutas están formadas por las conguraciones qi(xi, yi, θi) por las que ha
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Figura 5.23: Escenario con un objeto movible y seis objetos jos.
de pasar la carretilla considerando una velocidad constante v y su radio mínimo de giro
(r = 171cm).
Para evaluar si una curva es factible, para todas las conguraciones que forman la ruta,
se verica si están libres o no (consultando su valor la estructura que contiene la proyección
de los objetos en el C-espacio). Recordamos que esta estructura CE se obtuvo en el proce-
dimiento de determinación de agarres y está formada por 256 matrices (número de niveles
de discretización de la orientación θ) de dimensión 256× 256 (coordenadas x, y) cada una.
Orden
qG 1 2 3 4
(-6.70, 0.10, 0.00)
LSR RSL RSR LSL
Factible (-5.35, 0.23, 1.18) Factible (-5.41, 0.00, 1.26)
(-6.70, -0.00, 0.00)
LSR RSL RSR LSL
Factible (-5.38, 0.24, 1.18) Factible (-5.44, 0.00, 1.26)
(-6.70, -0.10, 0.00)
RSL RSR LSL LSR
Factible (-5.38, 0.24, 1.18) Factible (-5.41, 0.17, 1.26)
(0.80, -0.20, −π)
RSR RSL LSR LSL
(-5.16, -3.63, 0.91) factible (-4.65, -3.54, 0.80) factible
(0.80, -0.10, −π)
RSR RSL LSR LSL
(-5.18, -3.62, 0.91) factible (-4.67, -3.53, 0.80) factible
(0.80, -0.00, −π)
RSR RSL LSR LSL
(-5.20, -3.61, 0.91) factible (-4.67, -3.51, 0.80) factible
(-3.00, -4.20, π/2)
RSL LSL RSR LSR
factible factible (-1.12, -2.50,-0.10) (-1.12, -2.50,-0.10)
Tabla 5.2: Rutas factibles (marcadas en rojo) para agarrar el palé europeo en el escenario de
la gura 5.23 siendo qI = (−8.0,−8.0, π2 ). Las rutas marcadas en rojo no son realizables porque
colisionan con un obstáculo en la conguración que se muestra en la celda.
En la tabla 5.2 se muestran para todos los agarres y en el orden en que han sido evalua-
dos, las rutas factibles (en color verde) y las que colisionan con algún obstáculo en alguna
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conguración de la ruta (en color rojo) y en el cuál se produce la colisión. Aunque el plani-
cador devolvería sólo el primer agarre realizable (Figura 5.24(a)), con la curva más corta que
se inicia en la conguración qI = (−8.0,−8.0, π2 ) y llega a la mejor conguración de agarre
qG = (−6.7,−0.1, 0.0) con la ruta LSR o lo que es lo mismo, girando todo hacia la izquierda
(giro positivo), seguir recto y girar todo hacia la derecha (giro negativo). Mostraremos tam-
bién, para cada agarre, el resto de curvas y si son o no factibles. De esta forma demostramos
la corrección de nuestros algoritmos de cálculo de curvas y de detección de colisiones.
Como se puede observar en la tabla 5.2 , aunque los agarres son 7, podemos agruparlos
en 3: (1) los agarres por la parte ancha a la izquierda del palé (los tres primeros), (2) los
agarres a la derecha del palé por la parte ancha (los tres siguientes) y (3) el agarre por abajo
en la parte estrecha del palé. Los resultados del cálculo de las rutas más cortas y si son o no
factibles para estos tres agarres se muestran en las guras 5.24, 5.25 y 5.26.
En la gura 5.24 vemos cómo se evalúan primero las curvas más cortas. La primera curva
evaluada (gura 5.24(a)) es la que seleccionaría el planicador, puesto que es la primera más
corta realizable para el mejor agarre. En la gura 5.25(c) la curva RSR es también realizable,
pero es claramente más larga que la primera, puesto que el giro a derecha es casi completo, el
camino recto es el mismo y el giro nal a derecha es igual. Las dos combinaciones que faltan
RSL y LSL no son realizables, pues ambas acaban con un giro positivo que no es posible
puesto que se produce colisión con el palé situado en la parte superior del palé a manipular.
En el segundo grupo de agarres (los situados a la derecha del palé) las curvas que acaban
en giro a la derecha (guras 5.25(a) y 5.25(c)) no son posibles, puesto que la carretilla
colisiona con el propio palé a agarrar. De las que acaban en giro a la izquierda, ambas son
posibles, pero la RSL es más corta (5.25(b)) y por ello se evaluaría primero.
En el tercer grupo de agarres (agarre de la parte inferior) las rutas que acaban en giro a
derecha no son posibles pues se produce colisión con el propio palé (gura 5.26(c) y (d). Las
que acaban en giro a izquierda son factibles y la más corta es la primera evaluada (gura
5.26(a)).
Para el cálculo de los caminos de transferencia, se considerará que en la matriz A∗ se
representa al robot con el palé en la conguración de agarre. En las guras 5.27(a) y 5.27(b)
se muestran las matrices que representan al robot y al palé, situando el centro del sistema de
referencia en el centro del eje que une las ruedas delanteras (ruedas directrices), dependiendo
de si el palé es agarrado por su parte ancha o por la estrecha. El cálculo de las curvas de
Dubins se realiza de igual forma que para los caminos de tránsito, siendo la conguración
inicial el agarre seleccionado y la nal la posición en la que se ha de depositar el palé. En
cuanto al test de colisiones es necesario calcular de nuevo la representación de los objetos
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Figura 5.24: Rutas del primer grupo de conguraciones de agarre en el orden en el que han sido
evaluadas. El camino de tránsito seleccionado por el planicador es el representado en (a).
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Figura 5.25: Rutas para el segundo grupo de conguraciones de agarre.
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Figura 5.26: Rutas para la última conguración de agarre.
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en el C-espacio, teniendo en cuenta que el robot transporta el palé (A∗ en la gura 5.27(a)
o (b)) y que en el escenario (E∗) no se considera el palé que se transporta (gura 5.27(c)).
x
y


























(c) Nuevo escenario E∗
Figura 5.27: Robot y Escenario para los caminos de transferencia.
En la tabla 5.3, se muestran para cada uno de los agarres realizables y en el orden en
el que han sido evaluados, las cuatro curvas de Dubins posibles y si son o no realizables.
En caso de no ser realizables se muestra la conguración en la que se produciría el choque.
Es importante recordar que el planicador devolverá el camino de tránsito hacia la primera
celda de esta tabla y posteriormente el camino de transferencia: la ruta LSL que partiendo
de qI = (−6.7,−0.1, 0.0) primero hay que girar toda a la izquierda seguir recto y girar toda
a izquierda hasta alcanzar la posición nal qG = (6.0, 2.5, π2 ) (gura 5.28(a)). Al igual que
hemos hecho con los caminos de tránsito hemos decidido mostrar los resultados de evaluar
todas las curvas posibles para mostrar así la validez de nuestros algoritmos de cálculo de
curvas y de detección de colisiones.
Orden
qI 1 2 3 4
(-6.70, -0.10, 0.00)
LSL LSR RSL RSR
Factible (6.2, 3.2, 0.25) Factible (6.3, 3.9, 0.27)
(0.80, -0.00, −π)
LSL RSL RSR LSR
factible factible (6.2, 4.1, 0.00) (6.6, 3.8, 0.73)
(-3.00, -4.20, π/2)
RSL LSL RSR LSR
factible factible (6.0, 3.4,0.63) (6.0, 3.3,-0.62)
Tabla 5.3: Rutas factibles (marcadas en rojo) para trasladar el palé a la conguración qG =
(6.0, 2.5, π
2
). Las rutas marcadas en rojo no son realizable porque colisionan con un obstáculo en la
conguración mostrada.
En la gura 5.28 se muestran los resultados de evaluar las cuatro curvas de Dubins para
el primer grupo de agarres que se produce cuando el robot agarra el palé por la parte ancha
desde la izquierda del palé. En la simulación realizada en Matlab se ha decidido representar
el palé sólo con sus tacos y de otro color, únicamente para diferenciarlo mejor del robot. Para
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la evaluación de si este grupo de agarres es o no realizable en el algoritmo para el cálculo
de la proyección de los objetos en el C-espacio se ha de considerar el robot formado por la
carretilla y el palé agarrado por su parte ancha que es el representado en la gura 5.27(a).
Observando globalmente la gura 5.28 podemos concluir que las curvas que acaban en giro a
derecha (*SR) no son realizables pues se produce colisión con la pared de la derecha (gura
5.28(b) y (d)). Además la curva más corta es en efecto la evaluada en primer lugar y es
la que se produce girando levemente a izquierda, siguiendo recto hasta girar nalmente a
izquierda y alcanzar la conguración nal (gura 5.28(a)). Como ya se ha comentado esta
curva formaría el camino de transferencia elegido por nuestro planicador.
Cuando consideramos el segundo grupo de agarres, el realizado por la carretilla desde la
derecha y que agarra el palé por su parte ancha, obtenemos la gura 5.29 donde el robot ha
de girar completamente, bien a izquierda (gura 5.29(a)) o bien a derecha (5.29(b)), para
luego ir recto y alcanzar la posición nal girando a izquierda. En este caso la proyección de
los objetos en el C-espacio es la calculada teniendo en cuenta el robot y el palé agarrado por
su parte ancha (gura 5.27(a)), al igual que para el primer grupo de agarres.
Respecto al tercer y último agarre, destacar que para el calculo de la proyección de los
objetos en el C-espacio necesaria en el test de colisiones, se ha de considerar el robot con el
palé agarrado por su parte estrecha, que es el representado en la gura 5.27(b). Como puede
observarse en la gura 5.30, y al igual que sucede para los anteriores grupos de agarre, las
rutas que nalizan en giro a izquierda no son realizables, pues el robot colisiona con la pared
de la derecha (guras 5.30(c) y (d)). La curva que se inicia con un giro a derecha (gura
5.30(a)) es la más corta y, por ello, se evalúa en primer lugar.
5.6. Aportaciones
En este capítulo se han aplicado los resultados de nuestra propuesta de síntesis de agarres
a la manipulación que realiza un vehículo paletizador que ha sido robotizado por el grupo de
Robótica y Sociedad de la Universidad de Salamanca. Para la planicación de trayectorias
en un sistema no holónomo como es nuestro robot, hemos propuesto un nuevo algoritmo
para el cálculo de las curvas de Dubins que permite obtener trayectorias óptimas y reali-
zables. Además hemos propuesto y validado mediante simulación un algoritmo completo de
manipulación que integra las tareas de síntesis de agarres y planicación de caminos. Calcula
los agarres de mejor calidad y los caminos de tránsito y transferencia para cumplir la tarea
de manipulación.
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Figura 5.28: Caminos de transferencia desde el primer grupo de agarres en el orden en el que han
sido evaluados.
5.6. Aportaciones 141
























































Figura 5.29: Caminos de transferencia desde el segundo grupo de agarres.
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Figura 5.30: Caminos de transferencia desde el último grupo de agarres.
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Puesto que la carga computacional de nuestros algoritmos de manipulación no depende
de la geometría y del número de objetos en el entorno, sino únicamente de la resolución
con que se trabaje, es posible aplicarlos a la manipulación de objetos no preestablecida en
entornos no estructurados exibilizando así la tarea de manipulación de un AGV.

6
Conclusiones y trabajos futuros
Las principales aportaciones y conclusiones de este trabajo de tesis son las siguientes:
Se ha propuesto un nuevo formalismo matemático para la síntesis de agarres, en el
espacio de las conguraciones de un robot, según determinados criterios de calidad.
Las conguraciones de agarre de la pinza se encuentran en la denominada frontera
de agarre. Las expresiones centrales de este formalismo permiten calcular la frontera
de agarre con dos funciones CE y ACE. La primera de ellas se calcula mediante la
integral, extendida sobre el espacio de trabajo, del producto de dos funciones: una
que describe al robot y la otra al entorno de trabajo donde existen objetos movibles
o manipulables por el robot y obstáculos (objetos jos). Con esta integral se obtiene
la representación de los objetos en el C-espacio. La segunda función ACE calcula el
C-espacio aumentado como el producto de dos funciones: una que describe al robot y
la otra al entorno de trabajo considerando los objetos movibles y los obstáculos junto
con su frontera.
Además, las funciones que permiten obtener la frontera de agarre se pueden denir
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para que las conguraciones de agarre calculadas cumplan determinados criterios de
calidad de agarre o en función de la tarea que se va a realizar con la pieza.
Basado en el formalismo matemático se ha presentado un método de trabajo que
con la elección adecuada de los sistema de referencia y las coordenadas de trabajo,
directamente relacionados ambos con la estructura mecánica de la pinza, deriva en que
las dos funciones CE y ACE, que permiten calcular la frontera de agarre mediante la
convolución.
El método se ha aplicado a varios robots/pinzas con diferentes grados de libertad y
se han obtenido las expresiones matemáticas que permiten calcular ambas funciones
mediante la convolución.
Esto permitirá reducir la complejidad computacional de los algoritmos que se deriven
de las expresiones matemáticas, pues permitirá utilizar como herramienta matemática
de la transformada de Fourier en lugar de la convolución y, como solución algorítmica
la Transformada Rápida de Fourier.
Se ha puesto de maniesto que la complejidad computacional en todos los casos es
independiente de la forma geométrica de los objetos que constituyen el robot o de los
que están presentes en su entorno de trabajo. Con ello se ha logrado que la complejidad
computacional no dependa del número de vértices de los objetos ni de si son cóncavos
o convexos, como sucede en la mayoría de los trabajos existentes sino únicamente de
la resolución con la que se realice la discretización.
Se han propuesto y se han implementado los algoritmos para la obtención de los
mejores agarres, según diferentes criterios de calidad, para robots/pinzas con distintas
conguraciones cinemáticas. Los algoritmos propuestos trabajan con mapas de bits
que representan al robot y al entorno de trabajo, que incluye los objetos movibles y
los obstáculos. Además de los mejores agarres, obtiene un mapa de bits que representa
al espacio de las conguraciones. El tiempo de ejecución de estos algoritmos depende,
en cada caso, únicamente de la resolución con la que se trabaje y es independiente del
número y de la forma geométrica de los objetos movibles y de los obstáculos.
Debido al carácter paralelizable de los algoritmos que calculan la transformada rápida
de Fourier y a la fácil paralelización de los algoritmos propuestos se puede reducir
de forma drástica el tiempo de cálculo, pudiendo aplicarse a entornos de trabajo que
varían dinámicamente.
El método de síntesis de agarres permite la incorporación al planicador de agarres de
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información procedente de métodos de análisis de agarres, jando zonas preferidas de
agarre tanto en el robot como en el objeto, sin que esto suponga incremento alguno
en su carga computacional. La especicación de zonas de agarre en el robot vendrán
típicamente determinadas por la forma de su efector nal, mientras que en el objeto
dependerá de la tarea que se desee realizar con él. De esta forma, las conguraciones
de agarre obtenidas con nuestro método cumplirán los criterios de calidad impuestos
en el análisis.
Los agarres calculados con nuestro método de síntesis son accesibles. Solo los agarres
que no colisionen con los obstáculos del entorno serán seleccionados. En el proceso
de cálculo de los mejores agarres se obtiene además una estructura de datos con la
representación de los obstáculos del entorno en el espacio de las conguraciones o
C-Obstáculo. Esta estructura servirá al planicador de caminos para realizar un test
de colisiones sin coste computacional, pues la determinación de si las conguraciones
que integran un camino colisionan o no con algún obstáculo, se reduce únicamente a
comprobar si en dicha estructura la conguración correspondiente tiene un valor 0 ó
1.
Además del nuevo método de síntesis de agarres, en este trabajo de investigación tam-
bién se ha abordado el tema de la planicación de trayectorias. Así, se ha propuesto un
nuevo algoritmo para el cálculo de las curvas de Dubins que permite obtener trayec-
torias óptimas para un robot sujeto a restricciones no holónomas, como son los robots
móviles tipo coche.
Como resultado nal, se ha propuesto un algoritmo de planicación de manipulacio-
nes que integra la determinación de las conguraciones de agarre, la planicación de
trayectorias y un test de colisiones que verica si las curvas de Dubins son o no reali-
zables. Este algoritmo se ha planteado para un robot tipo coche, y más concretamente
para una carretilla paletizadora que ha sido robotizada por el grupo de Robótica.
El planicador de manipulaciones, a partir de las conguraciones de agarre que cum-
plen los criterios de calidad propuesto, calcula tanto caminos de tránsito, donde el
robot viaja solo desde la conguración inicial a la conguración de agarre, como los
caminos de transferencia donde el robot transporta consigo la pieza. Dado que existen
distintas soluciones, es decir, distintas curvas de Dubins, el planicador determina las
trayectorias óptimas que son realizables.
Para realizar el test de colisiones sólo es necesario consultar en el C-espacio si las con-
guraciones que componen las curvas de Dubins pertenecen al espacio libre o al ocupado
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por los obstáculos. Como el cálculo del C-espacio es parte del proceso de determinación
de los mejores agarres, el planicador de trayectorias no necesita calcular de nuevo el
C-espacio que se utilizará para la detección de colisiones. Esta es una de las ventajas
de nuestro método de síntesis de agarres que no se encuentra en otros métodos, donde
la planicación de agarres y de trayectorias son procesos completamente diferentes.
El entorno de trabajo donde el robot paletizador ha de manipular palés de forma
autónoma ha sido simulado en Matlab. En esta simulación se ha incluido nuestro pla-
nicador de manipulaciones, permitiendo validar de forma integrada nuestra propuesta
de síntesis de agarres y de planicación de trayectorias libres de colisiones.
Hemos realizado una propuesta integral de manipulación robótica para robots autóno-
mos y, más concretamente, para vehículos guiados automáticamente (AGV). Puesto
que la carga computacional de nuestros algoritmos de manipulación no depende de la
geometría y del número de objetos en el entorno, sino únicamente de la resolución con
que se trabaje, se pueden aplicar a la manipulación de objetos no preestablecida en
entornos no estructurados, exibilizando así la tarea de manipulación de un AGV.
A partir de las conclusiones se pueden destacar algunos puntos en los que es posible
extender el trabajo presentado:
Implementar los algoritmos sobre dispositivos de cálculo especializados de alto rendi-
miento.
Proponer un algoritmo para planicar las trayectorias con las curvas de Reeds-Shepp
que se diferencian de las de Dubins en que el robot puede ir también marcha atrás.
Integrar el planicador de manipulaciones propuesto en la arquitectura de control de





Algoritmos detallados para cálculo de las
curvas de Dubins
151
152 Apéndice A. Algoritmos detallados para cálculo de las curvas de Dubins
Algoritmo A.1: Algoritmo detallado para la obtención de las curvas de Dubins
Entrada: Conguración inicial (qI = (xi, yi, θi), conguración nal (qF = (xf , yf , θf ), velocidad (v)
y radio mínimo de giro (r)
Salida: Curvas de Dubins (Rutapp, Rutann, Rutanp, Rutapn)
1 Inicio
2 ∆s = v ∗∆t← Obtener el desplazamiento;
3 ∆θ = (v/r) ∗∆t← Obtener el angulo de giro;
//Construir la circunferencia del giro positivo de salida
4 XPOS_C_out = (xi − r cos(θi − π2 ), yi − r sin(θi −
π
2
)) ; //El centro
5 CIRC_POSout = (XPOS_C_out + (r cos θ, r sin θ)), , θ ∈ [0, 2π) ; //La circunferencia
//Los valores de θ son valores discretizados con incrementos de ∆θ
//Construir la circunferencia del giro positivo de llegada
6 XPOS_C_in = (xf − r cos(θf − π2 ), yf − r sin(θf −
π
2
)) ; //El centro
7 CIRC_POSin = (XPOS_C_in + (r cos θ, r sin θ)), , θ ∈ [0, 2π) ; //La circunferencia
//Construir la circunferencia del giro negativo de salida
8 XNEG_C_out = (xi − r cos(θi + π2 ), yi − r sin(θi +
π
2
)) ; //El centro
9 CIRC_NEGout = (XNEG_C_out + (r cos θ, r sin θ)), , θ ∈ [0, 2π) ; //La circunferencia
//Construir la circunferencia del giro negativo de llegada
10 XNEG_C_in = (xf − r cos(θf + π2 ), yf − r sin(θf +
π
2
)) ; //El centro
11 CIRC_NEGin = (XNEG_C_in + (r cos θ, r sin θ)), , θ ∈ [0, 2π) ; //La circunferencia
12 Rutapp = LSL();
13 Rutann = RSR();
14 Rutapn = LSR();
15 Rutanp = RSL();
16 Curvas de Dubins ← Ordenar las rutas (Rutaxx) primero la mas corta;
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Algoritmo A.2: Cálculo de la curva de Dubins LSL (gura A.1)
Salida: Rutapp
1 Inicio




3 θpp = arctan(−→upp) ;
4 θpp_out = θpp − π/2 ;
//Determina las tangentes a las circunferencias (α salida, β entrada)
5
−−→uppr =
(CIRC_POSout−XPOS_C_out)∥∥∥CIRC_POSout−XPOS_C_out∥∥∥ ; //Los radios
6
−−→uppr (αpp_1) · −→upp = 0;
7
−−→uppr (αpp_2) · −→upp = 0;
//Selecciona la tangente de conexión como la más próxima a θpp_out
8 αpp, , |αpp − θpp_out| = mini∈1,2|αpp_i − θpp_out|;
9
−−→uppr (βpp_1) · −→upp = 0;
10
−−→uppr (βpp_2) · −→upp = 0;
//Selecciona la tangente de conexión como la más próxima a θpp_out
11 βpp, , |βpp − θpp_out| = mini∈1,2|βpp_i − θpp_out|;
//Determina recta de conexión
12 App ∈ CIRC_POSout, , App = XPOS_C_out + (r cosαpp, r sinαpp);
13 Bpp ∈ CIRC_POSin, , Bpp = XPOS_C_in + (r cosβpp, r sinβpp);
14 S = AppBpp ; //Puntos de la recta que une App y Bpp
//Construye trayectoria
//Determina orientación de salida
15 θout = θi − π2 , , θout ∈ [0, 2π) ; //Posición angular en la circunferencia de salida
//Construye L (giro positivo o a izquierda) de salida
16 if θout < θpp_out then
17 L1 = CIRC_POSout(θout, θpp_out);
18 else
19 L11 = CIRC_POSout(θout, 2π);
20 L12 = CIRC_POSout(0, θpp_out);
21 L1 = concatenar(L11, L12);
22 Rutapp = concatenar(L1, S) ; //Añade S (la recta)
//Determina orientación de entrada
23 θin = θf − π2 , , θin ∈ [0, 2π) ; //Posición angular en la circunferencia de entrada
//Construye L (giro a izquierdas o positivo) de llegada
24 if θpp_out < θin then
25 L2 = CIRC_POSin(θpp_out, θin);
26 else
27 L21 = CIRC_POSin(θpp_out, 2π);
28 L22 = CIRC_POSin(0, θin);
29 L2 = concatenar(L21, L22);
30 Rutapp = concatenar(Rutapp, L2) ; //Añade L (giro positivo o a izquierda) de llegada
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Figura A.1: Esquema del cálculo de la curva de Dubins LSL.
Figura A.2: Esquema del cálculo de la curva de Dubins RSR.
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Algoritmo A.3: Cálculo de la curva de Dubins RSR (gura A.2)
Salida: Rutann
1 Inicio




3 θnn = arctan(−−→unn) ;
4 θnn_out = θnn + π/2 ;
//Determina las tangentes a las circunferencias (α salida, β entrada)
5
−−−→unnr =
(CIRC_NEGout−XNEG_C_out)∥∥∥CIRC_NEGout−XNEG_C_out∥∥∥ ; //Los radios
6
−−−→unnr (αnn_1) · −−→unn = 0;
7
−−−→unnr (αnn_2) · −−→unn = 0;
//Selecciona la tangente de conexión como la más próxima a θnn_out
8 αnn, , |αnn − θnn_out| = mini∈1,2|αnn_i − θnn_out|
9
−−−→unnr (βnn_1) · −−→unn = 0;
10
−−−→unnr (βnn_2) · −−→unn = 0;
//Selecciona la tangente de conexión como la más próxima a θnn_out
11 βnn, , |βnn − θnn_out| = mini∈1,2|βnn_i − θnn_out|;
//Determina recta de conexión
12 Ann ∈ CIRC_NEGout, , Ann = XNEG_C_out + (r cosαnn, r sinαnn);
13 Bnn ∈ CIRC_NEGin, , Bnn = XNEG_C_in + (r cosβnn, r sinβnn);
14 S = AnnBnn ; //Puntos de la recta que une Ann y Bnn
//Construye trayectoria
//Determina orientación de salida
15 θout = θi +
π
2
, , θout ∈ [0, 2π) ; //Posición angular en la circunferencia de salida
//Construye R (giro negativo o a derecha) de salida
16 if θout > θnn_out then
17 R1 = CIRC_NEGout(θout, θnn_out); //Recorrido inverso
18 else
19 R11 = CIRC_NEGout(θout, 0); //Recorrido inverso
20 R12 = CIRC_NEGout(2π, θnn_out); //Recorrido inverso
21 R1 = concatenar(R11, R12);
22 Rutann = concatenar(R1, S) ; //Añade S (la recta)
//Determina orientación de entrada
23 θin = θf +
π
2
, , θin ∈ [0, 2π) ; //Posición angular en la circunferencia de entrada
//Construye R (giro a derechas o negativo) de llegada
24 if θnn_out > θin then
25 R2 = CIRC_NEGin(θnn_out, θin); //Recorrido inverso
26 else
27 R21 = CIRC_NEGin(θnn_out, 0); //Recorrido inverso
28 R22 = CIRC_NEGin(2π, θin); //Recorrido inverso
29 R2 = concatenar(R21, R22);
30 Rutann = concatenar(Rutann, R2) ; //Añade R (giro negativo o a derecha) de llegada
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(CIRC_NEGout−XNEG_C_out)∥∥∥CIRC_NEGout−XNEG_C_out∥∥∥ ; //Los radios
4 θnp = arctan(−−→unp) ;
5 θnp_out = θnp + π/2 ;
//Determina las tangentes a las circunferencias (α salida, β entrada)
6
−−→unpr (αnp_1) · −−→unp = 0;
7
−−→unpr (αnp_2) · −−→unp = 0;
//Selecciona la tangente de conexión como la más próxima a θnp_out
8 αnp, , |αnp − θnp_out| = mini∈1,2|αnp_i − θnp_out|
9
−−→unp(βnp_1) · −−→unp = 0;
10
−−→unp(βnp_2) · −−→unp = 0;
//Selecciona la tangente de conexión como la más próxima a θnp_out
11 βnp, , |βnp − θnp_out| = mini∈1,2|βnp_i − θnp_out|;
//Determina recta de conexión
12 Anp ∈ CIRC_NEGout, , Anp = XNEG_C_out + (r cosαnp, r sinαnp);
13 Bnp ∈ CIRC_POSin, , Bnp = XPOS_C_in + (r cosβnp, r sinβnp);
14 S = AnpBnp ; //Puntos de la recta que une Anp y Bnp
//Construye trayectoria
//Determina orientación de salida
15 θout = θi +
π
2
, , θout ∈ [0, 2π) ; //Es la posición angular en la circunferencia de salida
del robot
//Construye R (giro negativo o a derecha) de salida
16 if θout > θnp_out then
17 R = CIRC_NEGout(θout, θnp_out); //Recorrido inverso
18 else
19 R1 = CIRC_NEGout(θout, 0); //Recorrido inverso
20 R2 = CIRC_NEGout(2π, θnp_out); //Recorrido inverso
21 R = concatenar(R1, R2);
22 Rutanp = concatenar(R,S) ; //Añade S (la recta)
//Determina orientación de entrada
23 θin = θf − π2 , , θin ∈ [0, 2π) ; //Es la posición angular en la circunferencia de entrada
del robot
//Construye L (giro a izquierdas o positivo) de llegada
24 if θnp_out < θin then
25 L = CIRC_POSin(θnp_out, θin);
26 else
27 L1 = CIRC_POSin(θnp_out, 2π);
28 L2 = CIRC_POSin(0, θin);
29 L = concatenar(L1, L2);
30 Rutanp = concatenar(Rutanp, L) ; //Añade L (giro positivo o a izquierda) de llegada
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Figura A.3: Esquema del cálculo de la curva de Dubins RSL.
Figura A.4: Esquema del cálculo de la curva de Dubins LSR.
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Algoritmo A.5: Cálculo de la curva de Dubins LSR (gura A.4)
Salida: Rutapn
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(CIRC_POSout−XPOS_C_out)∥∥∥CIRC_POSout−XPOS_C_out∥∥∥ ; //Los radios
4 θpn = arctan(−−→upn) ;
5 θpn_out = θpn − π/2 ;
//Determina las tangentes a las circunferencias (α salida, β entrada)
6
−−→upnr (αpn_1) · −−→upn = 0;
7
−−→upnr (αpn_2) · −−→upn = 0;
//Selecciona la tangente de conexión como la más próxima a θpn_out
8 αpn, , |αpn − θpn_out| = mini∈1,2|αpn_i − θpn_out|
9
−−→upnr (βpn_1) · −−→upn = 0;
10
−−→upnr (βpn_2) · −−→upn = 0;
//Selecciona la tangente de conexión como la más próxima a θpn_out
11 βpn, , |βpn − θpn_out| = mini∈1,2|βpn_i − θpn_out|;
//Determina recta de conexión
12 Apn ∈ CIRC_POSout, , Apn = XPOS_C_out + (r cosαpn, r sinαpn);
13 Bpn ∈ CIRC_NEGin, , Bpn = XNEG_C_in + (r cosβpn, r sinβpn);
14 S = ApnBpn ; //Puntos de la recta que une Apn y Bpn
//Construye trayectoria
//Determina orientación de salida
15 θout = θi − π2 , , θout ∈ [0, 2π) ; //Posición angular en la circunferencia de salida
//Construye L (giro positivo o a izquierda) de salida
16 if θout < θpn_out then
17 L = CIRC_POSout(θout, θpn_out);
18 else
19 L1 = CIRC_POSout(θout, 2π);
20 L2 = CIRC_POSout(0, θpp_out);
21 L = concatenar(L1, L2);
22 Rutapn = concatenar(L, S) ; //Añade S (la recta)
//Determina orientación de entrada
23 θin = θf +
π
2
, , θin ∈ [0, 2π) ; //Posición angular en la circunferencia de entrada
//Construye R (giro a derechas o negativo) de llegada
24 if θpn_out > θin then
25 R = CIRC_NEGin(θnn_out, θin); //Recorrido inverso
26 else
27 R1 = CIRC_NEGin(θpn_out, 0); //Recorrido inverso
28 R2 = CIRC_NEGin(2π, θin); //Recorrido inverso
29 R = concatenar(R1, R2);
30 Rutapn = concatenar(Rutapn, R) ; //Añade R (giro negativo o a derecha) de llegada
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